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Vorwort. 



Nach der von C. A. Bjerknes gemachten Entdeckung der 
Wechselwirkung von Teilchen, welche in einer Flüssigkeit dadurch 
zum Pulsieren*) gebracht werden, dass man periodisch aus den- 
selben Luft aussaugt und wiedereinführt, lag es nahe, die allge- 
meine Massenanziehung oder Gravitation durch eine Pulsation der 
sogenannten ponderablen Materie in einem nahezu inkompressiblen 
Medium zu erklären. Wenn nun auch der Wille des Experimen- 
tators vermag, den Pulsationen gleiche Schwingungsdauer und 
gleiche Phase zu geben — nur in diesem Falle folgt die Gravi- 
tationswirkung — so können wir zunächst in der Natur eine 
solche Fähigkeit der ponderablen Teilchen gewissermafsen aus 
eigenem Antrieb, Pulsationen, und noch dazu sämtlich von gleicher 
Schwingungsdauer und Phase, auszuführen, nicht leicht mit un- 
seren üblichen mechanischen Anschauungen in Einklang bringen. 
Ich versuchte nun**), zur Vermeidung dieser Schwierigkeit, die 
Sache umzukehren: Auf die Oberfläche eines sehr grofsen Raumes, 
in dem sich das Sonnensystem befindet, soll ein periodischer 
Druck wirken, dann folgen bei der nahen Inkompressibilität des 
Zwischenmediums die Pulsationen der als viel leichter kompres- 
sibel vorauszusetzenden Teilchen der ponderablen Materie von 
selbst mit gleicher Schwingungsdauer und Phase. Auf eine 
weitere Erklärung der Entstehung jenes periodischen Druckes an 
einer sehr weit entfernten Kugelfläche bin ich bei der ersten 
Formulierung der Theorie nicht weiter eingegangen und habe rein 
formal die Pulsationen als durch eine solche Grenzbedingung er- 



*) d. h. zu einor periodischen Ausdehnung und Zusammenziehung. 
**) Eine Theorie der Gravit. u. d. elektr. Ersch. auf Grundl. d. Hydro- 
dynamik (Berlin, Ferd. DüinmlerH Vorlagsbuchhandlunfr) 2. Aufl. 1896—98 
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zwungen angenommen. Ich habe indessen diese formale Grenz- 
bedingung stets als eine provisorische Voraussetzung angesehen, 
und die konsequente Weiterentwickelung der Schwingungstheorieen, 
im besonderen der hydrodynamischen Theorie der elektrischen 
Erscheinungen, hat mich zu einer Befreiung von dieser unange- 
nehmen formalen Grenzbedingung oder vielmehr zu einer an- 
schaulichen, rein mechanischen Erklärung derselben geführt: Ein 
jedes nicht völlig inkompressible System, z. B. unser Zwischen- 
medium mit den eingelagerten kompressibeln Teilchen ist gewisser 
Eigenschwingungen fähig; die Pulsationen, deren Folge die 
allgemeine Massenanziehung ist, sind die Grundschwingungen 
dieses Systems. 

Wie ein akustischer Resonator seinen Grundton hat, so das 
grofse unser Sonnensystem umfassende System, welches die Er- 
scheinung der Gravitation zeigt, nur ist die Schwingungsdauer 
dieses Grundtones eine ganz aufsorordentlich kleine. Der Reso- 
nator verliert in kurzer Zeit seine Schwingung infolge von Er- 
scheinungen der Reibung, für so rasche Schwingungen, wie die 
die Gravitation hervorbringenden, existiert keine merkliche Reibung, 
diese Grundschwingung bleibt bis in unabsehbare Zeiten erhalten; 
denn, was wir Reibung nennen, ist selbst erst eine Folge der 
Eigenschwingungen unseres Systems; sie kann verhältnismäfsig 
langsame, (mit der Geschwindigkeitseinheit vergleichbare) Ge- 
schwindigkeiten beeinflussen , aber den raschen wirbellosen 
Eigenschwingungen des Systems selbst keinen merklichen Ab- 
bruch thun. Die Pulsationen der einzelnen Teilchen müssen bei 
der Grundschwingung alle dieselbe Schwingungsdauer und Phase 
haben, da sie durch ein nahezu inkompressibles Medium (das 
Zwischenmedium) mit einander verbunden sind. 

Die Wandlung der Gravitationstheorie, die sich auf diese 
Weise ergeben hat, führt uns weiter in konsequenter Weise zu 
der Begründung eines neuen allgemeinen, mechanischen Systems. 
Die Bausteine der ponderablen Materie sind für die erste mathe- 
matische Analyse nicht, wie in der modernen Atomistik, starre 
Teilchen, sondern schwach kompressible Teilchen, die sich in 
einem nahe inkompressibeln Medium bewegen. Diese Teilchen 
sind nun einmal fähig, Eigenschwingungen auszuführen, welche, 
falls sie auf die empirische Bewegung der Teilchen bei der ge- 
ringen Dichtigkeit des Zwisclienmediums von merklichem Einfluss 
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sein sollen, als sehr rasche Schwingungen vorauszusetzen sind; 
sie werden aufserdem verhältnismäfsig langsame (mit der Ge- 
schwindigkeitseinheit vergleichbare) Geschwindigkeiten haben 
können. Sind unmerkliche Eigenschwingungen vorhanden, so be- 
wegen sich die Teilchen nach dem Trägheitsgesetz, infolge von 
Eigenschwingungen werden aber die Teilchen scheinbare Fern- 
wirkungen auf einander ausüben, ich sage scheinbare, weil in 
der That das inkorapressible Zwischenmedium die Wirkung ver- 
mittelt. Das Studium dieser Eigenschwingungen und der durch 
sie hervorgebrachten scheinbaren Fernwirkungen auf Grund- 
lage der Hydrodynamik wird die Grundlage dieser mechanischen 
Theorieen sein. 

Die erste Errungenschaft dieser Theorie ist die rein mecha- 
nische Erklärung der Gravitation als einer Folge der Grund- 
schwingung des gravitierenden Systems. Das Studium der 
Oktave der Grundschwingung führt zu einer mecha- 
nischen Theorie der Reibung in kontinuierlichen 
Massensystemen, indem die Abstofsung umgekehrt 
proportional der fünften Potenz der Entfernung als 
eine Folge dieses ersten Obertones dargestellt werden 
kann. Durch die Wahl des Titels des vorliegenden Buches habe 
ich andeuten wollen, dass nach der Theorie der Gravitation und 
der elektrischen Erscheinungen diese mechanische Interpretation 
der inneren Reibung nach Mafsgabe ihrer Wichtigkeit für die 
mechanischen Theorieen den nächsten Platz beansprucht. 

Der nächste wichtige Schritt wird die mechanische Inter- 
pretation der Kapillarkräfte und der elastischen Kräfte sein; es 
ist dann zu hoffen, dass einmal aus unseren Lehrbüchern die 
alte Fabel verschwinden wird, die Gegner der Fernkräfte er- 
setzen lediglich die Fernkräfte aus messbaren Distanzen durch 
Fernkräfte aus molekularen Entfernungen. — 

Die Form des Buches ist wesentlich durch die Absicht be- 
einflusst worden, das mechanische System zuerst in einer Über- 
sicht auch Lesern zugänglich zu machen, die nur mit den An- 
fangsgründen der analytischen Mechanik vertraut sind, diese 
Übersicht habe ich in dem I. Teile zu geben gesucht, während 
der IL und III. Teil die vollständige mathematische Analyse der 
Grundschwingung und des ersten Obertones von Systemen schwach 
kompressiblcr Teilchen enthalten und gröfsere Vorkenntnisse in 
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der Potentialtheorie und Mechanik voraussetzen. Die mit der 
Maxwellschen Theorie der Reibunj^ und Wärineleitung in Gasen 
vertrauten Leser können die Lektüre des Buches nach der mecha- 
nischen Interpretation des Maxwellschen Abstofsungsgesetzes ab- 
brechen; ich habe die Maxwellschen Untersuchungen am Schluss 
hinzugefügt, weil sie einen wesentlichen Teil der mechanischen 
Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massensystemen bilden 
und ich mit Rücksicht auf die vorangehenden Betrachtungen zu 
einigen Änderungen in den Bezeichnungen gezwungen war.. 

Wer den mühsamen Weg durch die Rechnungen des IL 
und IIL Teiles antreten will, wird, hofife ich, seine Mühe nicht 
bereuen. 

München, Winter 19OO/190L 
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I. Teil. 

Ein allgemeines, mechanisches Bild. 

I. Abschnitt. 

tJber mechanische Theorleen im allgemeinen. 

§ 1- 

Wie man auch immer die Bilder, welche wir uns von den 
-der Physik zugehörigen Erscheinungen machen, anordnen möge, 
soviel steht wohl bisher fest und wird von keiner Seite bestritten, 
dass wir mit den beiden Anschau ungs formen, den Begriffen des 
Raumes und der Zeit nicht auskommen. Die materialistischen 
Theorieen schaffen sich nun einen neuen Grundbegriff, indem sie 
den Raum in zwei Teile, in Materie und Nicht-Materie zerlegen, 
und die mechanischen Theorieen auf materialistischer Grundlage 
sehen in den der Physik zugehörigen Erscheinungen nichts anderes, 
als Bewegungen der Materie, d. h. Veränderungen der räumlichen 
Anordnung der Materie mit der Zeit. Das Endziel dieser Theorieen 
ist: 1. aus der Erfahrung ein einheitliches Kausalgesetz zu indu- 
zieren, d. h. ein einheitliches Gesetz zu finden, durch welches 
man bei gegebenen Verhältnissen zu irgend einer bestimmten Zeit 
die Verteilung der Materie zu jeder späteren Zeit finden kann, und 
dann 2. aus diesem Gesetze sämtliche der Physik zugehörigen 
Erscheinungen zu deduzieren, d. h. alle diese Erscheinungen als 
Bewegungserscheinungen darzustellen, die sich dem genannten 
Gesetze unterordnen. 

§ 2. 
Ich habe den leitenden Gedanken der mechanischen Theorieen 
vorangestellt, weil es mir scheint, als ob die Verwirklichung des- 
selben den psychologischen Trieb, die Naturerscheinungen nach 
möglichst einfachen Begriffen und Gesetzen zu ordnen, am meisten 
befriedigen müsste, und weil die Geschichte der Physik lehrt, 

Eorn, Reibungstheorie. 1 
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dass dieser Gedanke seit den ältesten Zeiten die gröfste Anregung 
zu neuen experimentellen Untersuchungen und Entdeckungen ge- 
geben hat. Es wäre indessen unwissenschaftlich und höchst un- 
vorsichtig, wenn man diesen Gedanken dogmatisch für alle Zeiten 
der Physik zu Grunde legen wollte; wenn andere Forscher, von 
gänzlich verschiedenen Grundlagen ausgehend, zu neuen Erfahrungs- 
thatsachen gelangen, deren Einordnung in das mechanische System 
auf Schwierigkeiten stöfst, dann müssen wir jene neuen Gedanken 
mit der gröfsten Aufmerksamkeit verfolgen, und wenn man gar 
nachweisen könnte, dass die Einordnung jener Thatsachen in das 
mechanische System überhaupt unmöglich ist, dann müssten wir 
dasselbe als unhaltbar anerkennen und jedenfalls einer solchen 
Abänderung unterwerfen, dass die neuen Er/ahrungsthatsachen 
mit dem System in Einklang gebracht werden können. 

Bei der gegenwärtigen Lage der Wissenschaft kann man 
aussagen, der Nachweis, dass irgend eine Erfahrungsthatsaclie 
in den Erscheinungen, welche der Physik angehören, 
gegen das mechanische System geradezu verstöfst, weder jemals 
geführt worden ist, noch in absehbarer Zeit geführt werdeit 
dürfte; dagegen ist nicht zu leugnen, dass noch manche Erfahrungs- 
thatsachen der Einordnung in das mechanische System Schwierig- 
keiten bereiten. Wenn wir daher — ich spreche als eifriger 
Anhänger der mechanisch -materialistischen Theorieen in der 
Physik — vorläufig nicht zu fürchten brauchen, dass wir in abseh- 
barer Zeit zur Änderung • unserer Grundauffassung gezwungen 
werden könnten, so müssen wir doch den Theorieen, welche 
manche Erfahrungsthatsachen in scheinbar einfacherer Weise zu- 
sammenfassen, die gehörige Aufmerksamkeit schenken und wenn 
möglich uns mit denselben zu verständigen suchen. 

§3. 

Es ist zunächst mit den Ansichten zu rechnen, dass die 
Hinzunahme eines einzigen Begriffes „Materie" für die Erklärung 
der bekannten physikalischen Erscheinungen, d. h. ihre Ein- 
ordnung in das mechanische System nicht ausreichend ist und 
dass man mehrere Materien mit besonderen Eigenschaften zu 
gründe legen müsse. Der praktische Chemiker, der mit so und 
so vielen Elementen zu arbeiten hat, wird den Theoretiker, der 
nur von einer einzigen Materie etwas wissen will, für einen nutz- 
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losen Schwärmer halten und ihn nicht selten mit den Alchimisten 
des Mittelalters auf ein und dieselbe Stufe stellen; und doch ist 
gerade hier eine Verständigung am allerleichtesten. Wenn man 
jemanden in das Studium der Elektricitätslehre einführen will 
und mit dem Experiment der beiden elektrisierten HoUundermark- 
kügelchen beginnt, wird man wohl nicht von Anfang an ver- 
suchen, den Maxwellschen Zwangszustand im Zwischenmedium 
auseinanderzusetzen oder schwierige theoretische Betrachtungen 
über Schwingungen anzustellen, welche von dem einen Kügelchen 
sich stetig durch das Zwischenmedium zu dem anderen Kügelchen 
fortpflanzen. Die Einführung der positiven und negativen Elek- 
tricität als zweier neuer Materien, die gewisse Anziehungs- und 
Abstofsungswirkungen auf einander ausüben, erweist sich für den 
ersten Unterricht, für die erste Anordnung der neuen Erfahrungs- 
thatsachen als viel zweckmäfsiger, als die nicht ganz einfachen 
mechanischen Betrachtungen, welche die beiden fiktiven Materien 
entbehrlich machen. So sind denn auch in der That die wichtigsten 
Entdeckungen in der Elektricitätslehre auf Grundlage der naiven 
Auffassung gemacht worden, dass wir es mit zwei neuen im- 
ponderablen Materien zu thun haben. Erst später, wenn man 
Erfahrungen einzuordnen hat, die sich leichter mit Hilfe mecha- 
nischer Theorieen erklären lassen, wird man die Gedanken des 
Schülers von den beiden fiktiven Materien zu befreien suchen, 
und in der That haben die mechanischen Theorieen erst zu neuen 
Entdeckungen auf dem Gebiete der Elektricitätslehre geführt, nach- 
dem der formale Aufbau der , früheren Theorieen fast vollendet 
war. Ähnlich ging es in der Theorie des Magnetismus; auch für 
die Erklärung der magnetischen Erscheinungen suchte man sich 
zunächst neue Materien zu konstruieren, bis der Zusammenhang 
zwischen den Wirkungen elektrischer Ströme und Magnete zu der 
Ampereschen Theorie des Magnetismus führte, welche die Erschei- 
nungen des Magnetismus als einen Teil der Elektricitätslehre dar- 
stellt. Ähnlich ging es in der Theorie der Wärme, auch diese wurde 
als eine neue Materie angesehen, bis der Nachweis, dass man 
mechanische Arbeit in Wärme verwandeln kann und umgekehrt, 
zur mechanischen Theorie der Wärme führte. Ja selbst in der 
Theorie der Lichtes wurde (durch Newton) kurze Zeit eine neue 
Materie eingeführt, die aber bald der elastischen Undulations- 
theorie und in der letzten Zeit der elektromagnetischen Theorie 

1* 
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das Feld räumte. Es wiederholte sich somit in allen Gebieten 
der Physik derselbe Vorgang, zur ersten Anordnung neuer Er- 
fahrungsthatsachen schuf man sich zunächst eine neue Materie mit 
neuen Eigenschaften; bereits diese erste Anordnung hatte meist 
ganz aufserordentliche Erfolge zu verzeichnen; erst im Laufe des 
formalen Ausbaues dieser ersten naiven Theorieen stöfst man auf 
einen Zusammenhang zwischen zwei auf den ersten Blick ganz 
verschiedenen Gebieten, und die Anregung, diesen Zusammenhang 
aufzuklären, wird meistens durch die Anhänger der mechanischen 
Theorieen gegeben; das Ende ist stets, dass es sich zeigt, wie 
man die neuen Materien entbehren und alle Erscheinungen auf 
mechanischer Grundlage erklären kann. 

In der Chemie stehen wir nun, trotz der vielen aufgewandten 
Mühe und der grofsen Errungenschaften, noch auf dem primitiven 
Standpunkt, dass wir froh sein müssen, mit Hilfe einer gröfseren 
Anzahl qualitativ verschiedener Materien einige Ordnung in die 
überwältigend grofse Zahl von Erfahrungsthatsachen zu bringen; 
wir sind noch in dem Stadium, in welchem es weit nutzbringender 
ist, diese provisorische Ordnung in die nächstliegenden Thatsachen 
zu bringen, als unvorbereitet in einen Versuch einer mechanischen 
Theorie unter Zugrundelegung einer einzigen Materie einzutreten. 
Wenn wir daher dem praktischen Chemiker durchaus zustimmen 
müssen, der namentlich aus dem Anfangsstudium diese mecha- 
nischen Ideen auszuschliefsen wünscht, so muss doch, wenn auch 
zunächst dunkel und versteckt, der Wunsch bestehen bleiben, 
bei den ersten geeigneten Erfahrungsthatsachen zuzugreifen, einen 
mechanischen Zusammenhang zwischen den einzelnen Elementen 
zu suchen, und man darf mit einiger Sicherheit voraussagen, dass 
dieser Versuch zur rechten Zeit seine Früchte tragen wird. Wir 
werden andererseits der Chemie einen wesentlichen Dienst leisten, 
wenn wir gegen chemische Theorieen, in welchen Voraussetzungen 
eingeführt werden, die in den mechanischen Theorieen bereits 
als unhaltbar erkannt sind, wenigstens Misstrauen erwecken, da 
vielleicht infolgedessen manche auf solche Theorieen verwandte 
Mühe für nützlichere Dinge verwandt werden wird. 

§4. 

Nicht viel schwieriger dürfte die Verständigung mit der rein 
mechanischen Energielehre sein, d. h. mit den Theorieen, welche 
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irgend einem Raumteile nicht eine bestimmte Mafszahl m der 
Materie, sondern eine bestimmte Mafszalil T „mechanischer Energie" 
oder „lebendiger Kraft" zuordnen. Es ist in der That ein ledig- 
lich formaler Unterschied, ob zu den beiden Grundbegriffen Raum 
und Zeit als dritter der Begriff der Materie oder der Begriff der 
niechanischen Energie hinzugenommen wird, ob die Erscheinungen 
der Physik als Veränderungen der räumlichen Verteilung der 
Materie oder der räumlichen Verteilung der mechanischen Energie 
aufgefasst werden, da sich der Begriff der mechanischen Energie 
rein formal aus den drei Begriffen: Raum, Zeit und Materie und 
umgekehrt der Begriff der Materie rein formal aus den drei Be- 
griffen: Raum, Zeit und mechanische Energie konstruieren lässt. 
Die «Energielehre hat einen gewissen psychologischen Vorteil, 
insofern als unsere Sinnesempfindungen im allgemeinen durch die 
Mafszahlen lebendiger Kräfte gemessen werden, doch sind wir 
seit den frühesten Zeiten so sehr an die materialistischen Auf- 
fassungen gewöhnt, dass es den meisten sehr schwer fällt, sich 
in diese neue Richtung einzuleben, in allen Erscheinungen an Stelle 
von üeplazierung der Materie eine Deplazierung von lebendiger 
Kraft zu sehen. Zwischen diesen beiden Richtungen, die lediglich 
formal verschieden sind, wird eine Verständigung leicht sein, da 
jeder Fortschritt der einen Richtung auch der anderen zu gute 
kommen wird. 

§ 5- 

Nicht so leicht wird die Verständigung mit den Ausartungen 
der rein mechanischen Energielehre sein, welche für die einzelnen 
Erscheinungsklassen der Physik, Mechanik, Wärme, Gravitation, 
Elektricität, Magnetismus etc. verschiedene Arten von Energie ein- 
führen (mechanische, Wärme-, Gravitations-, elektrische, magne- 
tische Energie etc.), diese Energieen in rein formaler Nach- 
ahmung der Mechanik in derselben Weise, wie man die mechanische 
Energie in die Faktoren 

;-m und (Geschwindigkeitsquadrat) V^, 
Li 



zerlegt, in zwei Faktoren 

1 



mx und Vx^ 
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spaltet und endlich auf diese verschiedenen Energieen die Variations- 
Prinzipien der Mechanik anwendet, genau so, als ob die V, wirk- 
liche Geschwindigkeiten wären. 

Würden diese Theorieen nicht mit den Variationsprinzipien 
der Mechanik, sondern lediglich mit dem Prinzip der Erhaltung 
der Energie 

2 ( Y m V2 + 2 * "2 "^x V,2) = const. 

operieren, so würden sich dieselben niemals mit der rein mecha- 
nischen Energielehre oder den mechanisch-materialistischen Auf- 
fassungen in Widerspruch setzen können, sie würden ähnlich, wie 
der Chemiker in bezug auf seine Elemente, der Zukunft über- 
lassen, zwischen den verschiedenen Energieen einen solchen Zu- 
sammenhang zu finden, dass man dieselben als eine einzige 
Energie auffassen kann, sie würden aber die Erscheinungen nicht 
so vollständig beschreiben können, wie die mechanischen Theorieen, 
und es ist zu bedenken, dass wir in der Ordnung aller der ge- 
nannten Erscheinungen bereits so vorgeschritten sind, dass die 
mechanischen Theorieen mit Erfolg eingreifen können. 

Der Umstand nun, dass sich viele energetische Theorieen 
nicht mit der Anwendung des Prinzips der Erhaltung der Energie 
begnügen, welches — das kann wohl niemals genug hervorgehoben 
werden — ein Resultat der mechanischen Theorieen ist, und durch 
Anwendung der Variationsprinzipien der Mechanik auf die Energieen 

-^mx Vx^ gewissermafsen ganz neue Grundgesetze schaffen, macht 

die Verständigung mit den rein mechanischen Theorieen recht 

schwierig, denn diese müssen erst die Energieen -^- m» V«^ als 

mechanische Energieen darzustellen suchen, und dann wird es 
sich nicht selten zeigen, dass jene Anwendung der Variations- 
prinzipien der Mechanik eine ganz fehlerhafte ist und dass man 
die Übereinstimmung mit der Erfahrung nur deshalb gefunden 
hat, weil sich in der betreffenden Theorie noch ein anderer Ver- 
stofs gegen die Grundgesetze der Mechanik vorfindet; ich verweise 
hier auf das lehrreiche Beispiel der energetischen Darstellung der 
Gravitationstheorie, wo die mechanische Analyse einen durch die 
fehlerhafte Anwendung der Variationsprinzipien hervorgerufenen 
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Vorzeichenfehler ergiebt, der dadurch ausgeglichen wird, dass man 
die Gravitationsenergie nicht in der Form 

sondern in der Form 

1 

2 



COnst. :;r mg Vg2 



darstellt; bei der formalen Grundlegung jener Theorieen scheint 
ja alles das erlaubt, aber für eine Verständigung mit den mecha- 
nischen Theorieen sind solche Gedanken grofse, recht schwer zu 
beseitigende Hindernisse.*) 

§6. 
Es ergiebt sich freilich nun für die mechanischen Theorieen 
die Forderung, die Behauptung, alle Energieen seien mechanische 
Energie, auch wirklich analytisch durchzuführen, und es erhebt 
sich die Frage, wie kann die Materie aufser der infolge ihrer 
empirischen Geschwindigkeitskomponenten u, v, w vorhandenen 
mechanischen Energie 

t=2y"^(^^-^^^ + w2) 

noch irgend eine sozusagen unsichtbare Energie besitzen, die 
gleichfalls als mechanische Energie ausgelegt werden kann? Es 
sind hier zwei Möglichkeiten vorhanden. 

Es können einmal zu den den Sinnen als Geschwindigkeits- 
komponenten einer Bewegung zugänglichen u, v, w noch Ge- 
schwindigkeitskomponenten von der Form: 

Uj cos 7p- 27r, Vj cos t^t 27r, Wj sin t^t 27r 
^j ^j Aj 

hinzutreten, wo Tj eine aufserordentlich kleine Zeitdauer ist, so 
dass wir um die durch die sichtbaren Komponenten u, v, w dar- 
gestellten Lagen sehr rasche Schwingungen mit der Schwingungs- 
dauer Tj und sehr kleinen Amplituden haben, wenn die Gröfsen 



*) Der Wert jener Theorieen als heuristischer Methoden ist deshalb 
nicht zu unterschätzen, doch scheint mir die nachträgliche Richtigstellung 
auf Grund der rein mechanischen Energetik unerlässlich. 
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Uj Vj Wj nicht selbst von der Ordnung y^^ grofs sind. Bei genügend 

kleinem Tj werden wir die zu der Bewegung (u, v, w) hinzu- 
tretende Schwingung in keiner Weise den Sinnen als Bewegung- 
zugänglich machen können, und doch kommt zu der mechanischen 
Energie 

2ym(u24-v2 + w2) 

der Bewegung (u, v, w) noch eine mechanische Energie hinzu^ 
deren Mittelwert im Verlaufe einer Schwingungsdauer Tj 



2-^m(Uj2 + Vj« + Wj2) 



ist. Wir bezeichnen diese Arten von unsichtbaren Energieen als 
Schwingungsenergieen. 

Es ist aber noch eine zweite Möglichkeit vorhanden. Ebenso, 
wie den Sinnen nur unmittelbar zur Messung die Mittelwerte der 
Geschwindigkeiten in gewissen Zeiträumen zugänglich sind, die 
wir um so kleiner nehmen können, je fortgeschrittener unsere 
Instrumente werden, so sind unseren Sinnen auch nur die Mittel- 
werte der Geschwindigkeiten in gewissen Räumen zugänglich, die 
wir auch um so kleiner nehmen können, je fortgeschrittener unsere 
Messinstrumente werden. Zu den letzteren Mittelwerten u, v, w 
können nun aber noch Geschwindigkeitskomponenten 5' v' f' hinzu- 
treten, die uns eben als Geschwindigkeiten einer empirischen 
Bewegung nicht zugänglich sind, weil ihre Mittelwerte in jenen 
kleinen Räumen, die wir gerade noch analysieren können, null 
sind; nichtsdestoweniger kommt zu der empirischen, mechanischen 
Energie 

2Ym(u2 + v'' + w2) 

noch eine mechanische Energie hinzu, deren Mittelwert in jedem 
der genannten kleinen Räume 



M 



[St™(5"+^"+H 



sogar sehr oft gegen die gewöhnlichen mechanischen Energieen 
sehr g:rofs ausfallen kann. Wir bezeichnen diese Arten von 
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unsichtbaren Energieen als kinetische Energie en, in dem 
Sinne, wie es bereits in der kinetischen Theorie der Gase all- 
gemein üblich ist. 

Die Willkürlichkeit in der Kombination solcher Schwingungs- 
energieen und kinetischer Energieen zeigt uns, ein wie gewaltiges 
Hilfsmittel uns in dieser Grundlage der mechanischen Theorieen 
zur Verfügung steht, und wie mannigfaltig die unseren Sinnen 
als Bewegungen unzugänglichen Energieen sein können, und wir 
werden sehen , wie sich doch bereits wenigstens in den bisher 
von der Physik betrachteten Erscheinungen einige Ordnung in 
das scheinbare Chaos dieser Energieen bringen lässt. 

§7. 

Wir wenden uns nun, nachdem wir die Stellung der mecha- 
nischen Theorieen zu den anderen bestehenden Anschauungen 
skizziert und ihre Grundlagen auseinandergesetzt haben, zu den 
Spaltungen in den mechanischen Theorieen selbst, und es ist 
erfreulich, hier von vornherein aussprechen zu können, dass die 
Meinungsverschiedenheiten hier nirgends prinzipielle sind, dass 
meistens trotz der verschiedenen Form der fundamentalen De- 
finitionen und Hypothesen der Sinn doch der gleiche ist, und in 
den vereinzelten Fällen, in denen dies auf den ersten Blick nicht 
der Fall zu sein scheint, handelt es sich um dialektische Wort- 
streite, deren Aufklärung zwar nicht immer ganz leicht ist, aber 
dennoch stets gelingen muss. 

In erster Linie ist der wohl überwundene Streit zwischen 
Atomistik und Kontinuitätshypothese zu erwähnen, der eigentlich 
schon durch die scharfen Kritiken Humes und Kants sein Ende 
gefunden haben sollte. Wir sind uns darüber klar, dass der 
Begriff des Unendlichgrofsen oder Unendlichkleinen als ein ab- 
geschlossener Begriff ein Unsinn wäre; alle unsere Erfahrungen 
sind in endlichen Räumen und in endlichen Zeiten gemacht, und 
alle unsere Urteile können sich nur auf endliche Räume und auf 
endliche Zeiten beziehen, die Hypothese der metaphysischen 
Atomistiker, es existieren unteilbare kleinste Teile der Materie, 
ist ebenso unsinnig wie die entgegengesetzte Hypothese der 
Kontinuitätsmetaphysiker. Wir sind lediglich imstande, end- 
lichen, im übrigen beliebig kleinen Räumen bestimmte 
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Mafszahlen m für die in denselben vorhandene Materie*) und 
bestimmte Mafszahlen der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w 
zu geben und aus der Erfahrung ein möglichst einfaches Grund- 
gesetz über die Änderung dieser Mafszahlen zu induzieren. 

Wenn wir uns auch der mathematischen Zeichen der Diffe- 
rential- und Integralrechnung bedienen, so haben wir uns immer 
stillschweigend hinzuzudenken, wir bedienen uns eines Näherungs- 
wertes, der dem DiflFerentialquotienten resp. dem Integrale so 
nahe liegt, dass wir den durch Einsetzung dieser Gröfsen be- 
gangenen Fehler vernachlässigen können. Wenn wir z. B. von 
einem materiellen System wissen, dass der Quotient der in sehr 
kleinen Räumen dr vorhandenen Mafszahl dm der Materie 



dm 



dir 

sehr nahe stets dieselbe Gröfse fiQ ist, wie immer man die 
kleinen Räume dr wählt, und wenn wir wissen, dass sich die 
Mittelwerte u, v, w der Geschwindigkeitskomponenten in jenen 
kleinen Räumen von stetigen Funktionen u, v, w der Stelle um 
aufs erordentlich kleine Gröfsen unterscheiden, so werden 
wir z. B. im allgemeinen die lebendige Kraft nicht 

2y^(^' + v2 + w2), 
sondern 



f-J-''o(u' + v2 + w2)dT 



schreiben; wir sind uns aber wohl bewusst, dass wir dabei einen 
Fehler machen, der im allgemeinen aufserordentlich klein ist. 
Ist der Quotient 

— dm 



dr 



nicht nahezu einer Konstanten gleich, sondern unterscheidet er 
sich um aufserordentlich kleine Gröfsen von einer stetigen Funk- 



*) Oder, wenn wir wollen, für die in denselben vorhandene mechanische 
Energie. 
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tion jt» der Stelle, so werden wir im allgemeinen auch nur 
einen kleinen Fehler machen, wenn wir statt 



2 
nun 

1 



2 4- dm (u2 + v2 + w2) 



I 



jW (u^ + v^ + w^) dr 



2 

schreiben. 

Es wird dabei ganz gleichgiltig sein, in welcher Weise wir 
uns in letzter Instanz die Materie in dz angeordnet denken, ob 
wir uns etwa vorstellen, dass dieselbe aus einer grofsen Anzahl 
absolut starrer Teilchen besteht, oder ob wir irgend eine andere 
metaphysische Vorliebe haben, es ist für uns nur von Wichtigkeit, 
dass solche Betrachtungen in keiner Weise eine grundlegende 
Bedeutung haben und daher ohne Schädigung des Ganzen dem 
Belieben des Einzelnen überlassen werden können; wesentlich ist 
nur, jedem endlichen, im übrigen beliebig kleinen Räume eine 
Mafszahl der Materie beizulegen, mit der man rechnet und auf 
die sich die durch Induktion aus der Erfahrung zu gewinnenden 
Grundgesetze beziehen. 

§ 8. 

Eine gewisse formale Divergenz der einzelnen mechanischen 
Theorieen kann somit nur in der Formulierung jener Grundgesetze 
bestehen, welche uns die Mittel in die Hand geben sollen, aus 
gegebenen Verhältnissen zu irgend einer bestimmten Zeit alle 
späteren Verteilungen der Materie abzuleiten. 

Ich will die Grundvorstellungen, welche mich in allen meinen 
theoretischen Untersuchungen geleitet haben, zuerst kurz aus- 
einandersetzen und dann die Verständigung mit den übrigen 
Richtungen der mechanischen Theorieen herbeizuführen suchen; 
ich kann sofort hinzusetzen, dass diese Verständigung sehr wohl 
möglich ist und dass jeder Fortschritt in einer jener Richtungen 
zugleich einen Fortschritt in jeder der anderen bedingt, nur die 
mathematische Form ist in den einzelnen Richtungen verschieden. 

Als erste grofse Erfahrungshypothese gilt mir das Gesetz 
von der Erhaltung der Massen und der Stetigkeit ihrer 

Bewegung in strenger Fassung: 
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Denken wir uns einem Kaumteil dr, welcher den Punkt (x y z) ent- 
halte und dessen sämtliche Punkte von (x y z) Entfernungen haben , die 
von der Ordnung s gegen die Längeneinheit klein sind, zur Zeit t die 
Mafszahl der Materie oder Masse 



dm = /LI dr 

und die Mafszahlen u, v, w der mittleren Geschwindigkeitskomponenten 
zugeordnet, so entspricht demselben eindeutig zu einer Zeit 

t' = t + dt, 

(wo dt von der Ordnung s gegen die Zeiteinheit kloin ist) ein Raumteil 

di'=dT 
mit der Masse 



dm' = (^ + £ • dt) dr', 
dessen sämtliche Punkte von der Stelle 

7' =7+ (u 4-^1) dt, 

? = y+(v + E2)at, 

"z' = z'+(w+£3)dt 

Entfernungen haben, die von der Ordnung « gegen die Längeneinheit klein 
sind, und es ist bei genügend kleinem ( und € 

^ j. i-i ..I. Masseneinheit 

E gegen die Grofse (Längeneinheit)» X Zeiteinheit 

von derselben Ordnung klein wie s gegen die Längeneinheit, 

E„ K„ U, gegen die Gröfse ^Sinheu'^ 

von derselben Ordnung klein wie « gegen die Zeiteinheit; in populärer 
Fassung: 

L Die Massen dm genügend kleiner Räume bleiben 
empirisch*) erhalten und bewegen sich stetig. 

§ 9- 
Die in dem vorangehenden Paragraphen ausgesprochene erste 
Hypothese giebt uns die Mittel in die Hand, aus gegebenen Verhält- 
nissen zur Zeit t die materielle Verteilung zur Zeit t + dt in erster 
Annäherung (d. h. bis auf kleine Gröfsen zweiter Ordnung) zu be- 



*) d. h. so genau, dass die etwaigen durch diese Annahme hervor- 
gerufenen Fehler empirisch unmerklich sind. 
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rechnen. Sie sagt uns überdies aus, dass wir zu irgend einer Zeit t 
die Gesehwindigkeitskomponenten u v w nicht völlig willkürlich 
annehmen dürfen, sondern dass die virtuellen*) Verrückungen 
()x, dy, dz, deren die Massen dm fähig sind, infolge der Hypo- 
these der Erhaltung der Massen gewissen Beschränkungen unter- 
worfen sind. 

Wir stellen nunmehr die zweite grofse Erfahrungshypothese 
auf, das D'Alembertsche Prinzip: 

II. Die Veränderung jeder materiellen Verteilung 
geht so vor sich, dass zu jeder Zeit t bei den durch die 
Hypothese I den virtuellen Verrückungen rfx, dy, dz der 
Massen dm auferlegten Beschränkungen die Gleichung: 

besteht, wenn wir unter du, dv, dw die Zuwachse der 
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w in der Zeit dt 
verstehen und die Summe über alle vorhandenen dm 
ausdehnen. 

Es bedarf kaum der Hinzufügung, dass die beiden Hypothesen 
in der obigen Form als Grundlagen einer Systematik der mecha- 
nischen Theorieen gedacht sind; bei einer ersten Einführung in 
die Mechanik wäre die Voranstellung derselben in der obigen 
Form nicht besonders geeignet, und es ist sicherlich zur ersten 
Einführung die Zugrundelegung der Newtonschen Prinzipien (siehe 
S. 17) weit zweckmäfsiger, wie im allgemeinen bei der Ein- 
führung in jede Wissenschaft die Anlehnung an den geschicht- 
lichen Gang ihrer Entwickelung zu empfehlen ist. Für eine 
Systematik scheinen mir nun aber die Hypothesen in obiger Form 
präcis und vollständig, da die vier Bestimmungsstücke jit; u, v, w 
durch diese beiden Hypothesen für jeden Raumteil dv berechnet 
werden können, wie dies die Entwickelung der Theorie ergeben wird. 

Die Erhaltung der sich stetig bewegenden Materie 
und die durch das D'Alembertsche Prinzip ausgedrückte 



*) d. h. Verrückungen, welche gegen die Längeneinheit aufserordentlich, 
etwa von der Ordnung t' klein sind. 

**) Genauer gleich Gröfsen, welche in bezug auf die Gröfsen f, f, «' 
von zweiter Ordnung sind. 
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Trägheit derselben sind die notwendigen und hin- 
reichenden Grundvoraussetzungen der mechanischen 
Theorieen in der Physik. 

§ 10. 

Der erste scheinbar wesentliche, in der That aber selbst rein 
formal unbedeutende Unterschied dieser Grundlagen gegen die 
Auffassung sehr kleiner fester Massenteilchen als der Bausteine 
der Materie ist, dass es für uns ganz gleichgiltig ist, wie man 
sich in letzter Instanz die materielle Verteilung in den Elementen 
dr zu denken hat; das Prinzip der ündurchdringlichkeit*) ist als 
gänzlich unnötig aus unseren Grundvorstellungen verbannt, wir 
können, wenn es uns beliebt, ein Ein- und Ausströmen von 
Materie durch die Oberfläche von dm annehmen, wenn nur bei 
genügend kleinen dr die Massen dm empirisch erhalten bleiben; 
solche Vorstellungen sind ganz unserem Belieben überlassen, sie 
werden aber den Gang der mechanischen Theorieen in keiner 
Weise wirklich beeinflussen. 

Ein formal wichtiger Unterschied ist nun aber, dass bei 
unseren Grund Vorstellungen die Hydrodynamik die grundlegende 
Wissenschaft für die mechanischen Theorieen wird und das zu 
leisten hat, was man früher entweder durch Annahme von Fern- 
kräften zwischen den festen Massenteilchen oder durch eine Grund- 
hypothese über den Zusammenstofs zweier fester Massenteilchen 
zu erreichen suchte. In der That ist bei unserer Fassung der 
Hypothese I jedes gleichdichte Medium, d. h. jedes System von 
Massen dm, für welches der Quotient 



— dm 



dr 

„die Dichtigkeit" sehr nahe konstant ist, von selbst sehr nahe 
inkompressibel, und für solche Medien ergiebt uns das D'Alembert- 
sehe Prinzip unmittelbar die Bewegungsgleichungen der Hydro- 
dynamik, deren wir uns als wesentlichsten mathematischen Hilfs- 
mittels nunmehr bedienen können. 

Man wird sich nun fragen, auf welche Weise bei diesen 
Grundanschauungen überhaupt empirisch kompressible Medien 
gedacht werden können; das geschieht nun in folgender Weise; 



*) Als etwas Neues zu der Hypothese I hinzutretendes. 
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denkt man sich irgend einen Raumteil nicht in die Elemente dty 
sondern in Elemente dr zerschnitten, deren Dimensionen zwar 
auch noch sehr klein gegen die Längeneinheit sind, aber dennoch 
aufsei ordentlich grofs gegen die dr, so werden die Mafszahlen dm 
der in den dr vorhandenen Materien zwar bei gleichdichten Medien 
erhalten bleiben, dasselbe braucht jedoch nicht mehr der Fall zu 
sein, wenn das Medium ungleichartig ist, d. h. wenn die Quotienten 



— dm 



dT 

nicht mehr sehr nahe konstant sind. 

Wir werden uns ein schwach kompressibles Medium dadurch 
konstruieren können, dass wir einem gleichdichten Medium z. B, 
ein zweites gleichdichtes Medium von sehr geringer Dichtigkeit 
beigemengt denken. 

Kleine Volumina solcher schwach kompressiblen Medien, deren 
Theorie ohne Hinzunahme irgend einer neuen Hypothese möglich 
ist und die in einem Meer gleichdichter Materie „des Äthers'^ 
schwimmend gedacht werden, sollen die eigentlichen Bausteine der 
ponderablen Materie bilden, und alle früheren Fernkräfte zwischen 
ponderablen Teilchen sind als Bewegungserscheinungen des Äthers 
hydrodynamisch zu erklären.*) 



*) Die erste Anregung zu diesen hydrodynamischen Theorieen ging 
von den grundlegenden theoretischen Arbeiten und den Versuchen von 
C. A. Bjerknes über die Wechselwirkung pulsierender Kugeln in einer in- 
kompressibeln Flüssigkeit aus. In Erweiterung der Gedanken von C. A. 
Bjerknes habe ich die elektrischen und magnetischen Erscheinungen auf 
Grundlage der mechanischen Theorieen behandelt („Eine Theorie der Gravi- 
tation und der elektrischen Erscheinungen auf Grundlage der Hydrodynamik "^ 
Berlin, 1. Aufl. 1892, 2. Aufl. 1896—1898) ; die Vertiefung dieser elektrischen 
Theorie, im besonderen die Auffassung der Leiter als Medien, die sich in 
bezug auf rasche Schwingungen wie reibende Kontinua verhalten, hat 
auf die in diesem Buche auseinandergesetzten Auffassungen geführt. Mit 
besonderer Freude habe ich aus dem Aufsatz von ßeiff, Dr. Ann. 1 „Die 
Druckkräfte in der Hydrodynamik und die Hertzsche Mechanik" ersehen, 
dass dieser hervorragende Theoretiker, dessen „Elasticität und Elektricität^ 
auch bereits einige wichtige Gedanken der hydrodynamischen Theorie der 
elektrischen Erscheinungen antizipiert hat, auf Grundlage der Hertzschen 
Mechanik zu den obigen mechanischen Anschauungen nahe verwandten 
Auffassungen gelangt ist. Wenn auch die formale Darstellung in Dr. Ann. 1 
der Kritik gewisse Handhaben geboten hat (vgl. Boltzmann, Dr. Ann. 1,. 
S. 673), so glaube ich doch, dass im Grunde Eeiff auf dieselbe Auffassung 
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Der formale Gang unserer mechanischen Theorieen ist somit: 

1. Theorie der empirisch inkompressibeln Medien. 

2. Theorie der schwach kompressibeln Medien. 

3. Theorie der ponderablen Materie. 

§ 11- 

Ich habe nun schon früher ausgesprochen, dass der Unter- 
schied der von mir hier aufgestellten Grundlagen der mechanischen 
Theorieen von den Grundgedanken anderer mechanischer Theorieen 
lediglich formal ist, dass sich keinerlei Widersprüche mit anderen 
gleichfalls konsequent durchgeführten mechanischen Theorieen er- 
geben können und dass jeder Fortschritt der einen Richtung auch 
der anderen zu gute kommen wird. Ich möchte dies zunächst 
in bezug auf die konsequente moderne Atomistik näher ausführen, 
wobei ich die moderne Atomistik von der metaphysischen Atomistik 
dadurch unterscheide, dass bei ersterer die metaphysische An- 
nahme wirklich unteilbarer fester kleinster Teilchen und absolut 
leerer Räume in die Hypothese abgeändert ist, dass wir empirisch 
zu vernachlässigende Fehler machen, wenn wir formal gerade so 
verfahren, als ob sich in jedem genügend kleinen Raumteile dr 
eine sehr grofse Anzahl fester Massenteilchen dm befinden, die 
sich genau so bewegen, wie Massenpunkte im leeren Raum nach 
den Newtonschen Prinzipien, wobei 

entweder lediglich sogenannte elastische Stöfse zwischen 
den einzelnen Massen die gleichförmige, geradlinige Be- 
wegung der einzelnen Massen modifizieren, 
oder gewisse Fernkräfte zwischen den einzelnen Massen 
angenommen werden, die bei Ansetzung der Differential- 
gleichungen der Bewegung nach den Newtonschen 
Prinzipien zu berücksichtigen sind. 



der Erhaltung der Materie und der Stetigkeit ihrer Bewegung hingezielt 
hat, wie ich sie als Hypothese I ausgesprochen habe, und ich glaube,, dass 
bei dieser Formulierung mit Rücksicht auf die Ausführungen des § \0 die 
Kritik Boltzmanns nicht mehr anwendbar ist. Beiläufig möcht ich erwähnen, 
dass die Hertzsche Mechanik die obigen mechanischen Vorstellungen /nicht 
beeinflusst hat, wie vielleicht am besten daraus hervorgeht, dass die «rsten 
Grundlagen dieser Vorstellungen sich bereits in der 1. Auflage ifaieiDer 
„Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen" vor^den, 
welche vor der Hertzschen Mechanik erschienen ist. 



\ 



i 
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Im ersteren Falle tritt an Stelle unserer Hypothese II das 
Trägheitsgesetz und das Grundgesetz (resp. die Grundgesetze) des 
Stofses, in letzterem Falle tritt an Stelle unserer Hypothese II 
die formale Aufstellung der Differentialgleichungen der Bewegung 
nach den Newtonschen Prinzipien und die betreffenden Gesetze 
der Fern Wirkung, welche sich für die in Frage stehenden Er- 
scheinungen als geeignet erweisen. 

Ich behaupte nun, dass beide Auffassungen sich in unmittel- 
bare Beziehung zu den von mir ausgesprochenen Grundlagen 
setzen lassen, wenn man die Massenteilchen der modernen 
Atomistik als schwach kompressible Teilchen in unserem Sinne 
auffasst, die sich in einem Meere gleichartiger Materie, also in 
einer empirisch inkompressiblen Flüssigkeit, bewegen. Wir haben 
lediglich die Aufgabe, die Grundgesetze der Atomistik, d. i. in 
dem einen Falle die Gesetze der Trägheit und des Stofses, in 
dem anderen Falle die Gesetze der scheinbaren Fernwirkungen 
hydrodynamisch zu erklären, d. i. auf unsere mechanischen Grund- 
anschauungen zurückzuführen. 

Niemand wird leugnen können, dass durch eine. solche Dar- 
stellung die ganze theoretische Physik einen durchaus einheit- 
lichen Charakter gewinnen wird, ohne dass die Resultate der 
atomistischen Theorieen dadurch irgendwie in Frage gestellt 
werden, und ich hoffe, man wird aus den weiteren Ausführungen 
ersehen, dass eine solche Darstellung möglich ist und eine Fülle 
neuer Anregungen bietet. Es wird an dieser Stelle vielleicht 
auch nützlich sein, noch einmal auf eine frühere Bemerkung 
zurück zu verweisen, dass ich für eine Einführung in die 
Wissenschaft den Newtonschen Prinzipien und den Methoden der 
Atomistik den Vorzug gebe, die Sache liegt ähnlich, wie in 
der Elektricitätslehre, wo es sich stets empfehlen wird, mit den 
beiden Fluida zu beginnen und dieselben erst bei einem fort- 
geschrittenen Standpunkt des Schülers durch mechanische Vor- 
stellungen über das Wesen der elektrischen Erscheinungen zu 
ersetzen. 

Wohl die nächste Verwandtschaft mit den von mir aus- 
gesprochenen Grundanschauungen hat die Theorie W. Thomsons, 
nach welcher der Raum überhaupt von einer gleichdichten, in- 

Korn, Reibungstheorie. 2 
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kompressiblen Flüssigkeit erfüllt ist und in der die Wirbelringe 
dieselbe Rolle spielen, wie in unseren Theorieen die seh wach 
kompressiblen Teilchen, indem diese Wirbelringe als Bausteine 
der ponderablen Materie benützt und scheinbare Fernwirkungen 
zwischen denselben hydrodynamisch erklärt werden. Der Vorteil, 
den eine solche Darstellung haben würde, ist der, dass man die 
Zweiteilung des Raumes in Materie und Nicht-Materie ganz ver- 
meiden würde; man könnte dann einfach behaupten, dass wir 
uns den Raum überhaupt nur als Materie vorstellen, dass jedem 
genügend kleinen Raumteile dz Mittelwerte u v w der Geschwindig- 
keit zukommen, die den hydrodynamischen Gleichungen genügen. 
Leider ist nun eine konsequente Durchführung in diesem Sinne 
durch die Existenz von scheinbaren Fernkräften, die dem Quadrat 
der Entfernung umgekehrt proportional sind, wie ich glaube, 
unmöglich gemacht. In der That muss ja diese Theorie zur Er- 
klärung solcher Erscheinungen, wie z. B. der Gravitation, als 
Centrum solcher scheinbarer Fernwirkungen die Enden von 
Wirbelfäden annehmen; solche können aber nur an der Ober- 
fläche einer inkompressiblen Flüssigkeit vorhanden sein, so dass 
man wiederum gezwungen wäre, in der Flüssigkeit leere Räume 
anzunehmen, an deren Oberflächen Wirbelfäden enden und solche 
Wirkungscentra erzeugen können. Damit wäre aber der kurz 
vorher erwähnte Vorteil wieder aufgehoben, wir hätten wieder 
die Teilung des Raumes in Materie und Nicht-Materie, und es ist 
dann ohne Schwierigkeit zu übersehen, dass die Verständigung 
dieser Theorieen mit unseren mechanischen Anschauungen wohl 
möglich ist. 

§ 13. 

Mit den mechanischen Anschauungen von Hertz sind unsere 
Auffassungen in voller Übereinstimmung, nur dass bei uns die 
verborgenen Massen aus ihrer Verborgenheit hervorzutreten haben 
und volle Aufklärung über ihre Mitwirkung bei den mechanischen 
Problemen verlangt wird. Je weniger wir über die Bewegung 
dieser Massen im Dunkeln sind, desto leichter werden wir uns 
von Fehlern freihalten, einen je dichteren Schleier wir um jene 
intermediären Bewegungen werfen, umsomehr werden wir uns 
der Gefahr aussetzen, uns unvermerkt bei Annahmen über diese 
Bewegungen in Widersprüche mit den mechanischen Grundgesetzen 
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zu verwickeln. Auch das Hertzsche Grundgesetz, dass jedes System 
sich in geradesten Bahnen bewegt, ist, wenn man demselben auf 
den Grund geht, von dem D'Alembertschen Prinzip in keiner 
Weise verschieden, das man ja schon in der verschiedensten 
Weise in Worte zu kleiden gesucht hat, ohne indessen die klare 
Form desselben irgendwie schärfer zu fassen. Das grofse wichtige 
Moment, das die Hertzsche Mechanik mit allen rein mechanischen 
Theorieen gemein hat, ist, dass in dem formalen Ausdruck des 
Kausalprinzips die „Kräfte" fehlen und dass dieselben, wo sie in 
der Mechanik auftreten, als Multiplikatoren von ßedingungs- 
gleichungen interpretiert werden können, wie z. B. der Druck oder 
Zug eines Massenteilchens auf eine feste Fläche, der Druck in der 
Hydrodynamik etc. Wenn nun diese Ausmerzung der früheren 
„Kräfte" auch schon vor Hertz von manchem anderen Forscher 
vorgeschlagen worden ist, so sind doch die mechanischen Theorieen 
der Hertzschen Mechanik zu dem allergröfsten Danke verpflichtet, 
da durch die Autorität dieses bedeutenden Mannes und die Autorität 
Helmholtz', der dem Werke durch seine Vorrede noch eine be- 
sondere Weihe gegeben hat, das Interesse der theoretischen 
Physiker wieder der Ausbildung der reinen Mechanik und der 
rein mechanischen Theorieen im allgemeinen zugelenkt wurde, 
ganz abgesehen von der Bedeutung der in jenem Werke nieder- 
gelegten Forscherarbeit im Einzelnen, vor allem der Untersuchungen 
über die Anwendbarkeit des Hamiltonschen Prinzips und seine 
Beziehungen zu dem mechanischen Grundgesetze. 



§ 14. 

Wenn ich schliefslich noch einmal auf die Energielehre zurück- 
komme, so geschieht dies einmal, um hervorzuheben, dass das 
Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft oder der mechanischen 
Energie: 

23 — /-du - dv - dw\ ^ 

eine mathematische Folgerung des D'Alembertschen Prinzips ist; 
es ist als solche auch bereits von D'Alembert selbst ausgesprochen 
worden, und alle mechanischen Theorieen irgend einer Er- 

2* 
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scheinungsklasse involvieren von selbst das Prinzip der Erhaltung 
der „Energie" im allgemeinen, da ja jede Energie als mechanische 
Energie aufgefasst wird. 

Ich teile nun mit der rein mechanischen Energetik völlig die 
Ansicht, dass man auch genau umgekehrt verfahren kann, dass 
man als Hypothese I die Erhaltung der mechanischen Energie 
und ihre stetige Bewegung und als Hypothese II ein dem 
D'Alembertschen analoges Kausalgesetz zu gründe legen kann, 
aus dem sich die Erhaltung der Massen als mathematische Folge- 
rung ableiten lässt, dass also eine reip mechanische Energetik 
sich mit genau derselben Konsequenz durchführen lässt, wie unser 
mechanischer Materialismus. Der Vorteil des letzteren besteht 
darin, dass wir infolge der geschichtlichen Entwickelung unserer 
Wissenschaft den materialistischen Ideen eine gröfsere der Ge- 
wöhnung entsprechende Anschaulichkeit entgegenbringen, der 
Vorteil der Energetik besteht darin, dass der Grundbegriff der 
Masse durch den der mechanischen Energie ersetzt wird, die in 
vielen Fällen ein direktes Mafs in unseren sinnlichen Empfindungen 
hat. Die beiden Entwickelungen sind in jedem Falle völlig reciprok, 
und es kann in keiner Weise davon die Rede sein, dass bei 
konsequenter Durchführung sowohl der einen, als auch der anderen 
Richtung ein wirklicher Widerspruch zwischen den beiden Rich- 
tungen auftreten kann. 

Dasselbe ist leider nicht mehr auszusagen, wenn die Energetik 
die rein mechanische Richtung verlässt und sich für eine gröfsere 
Anzahl von Energieen unter formaler Nachahmung mechanischer 
Prinzipien ganz neue Kausalgesetze schafft, deren Zusammenhang 
mit dem mechanischen Kausalgesetz sie nicht blofs nicht kennt, 
sondern auch nicht einmal sucht, wobei manche Anhänger dieser 
Richtungen sogar soweit gehen, ein solches Streben als etwas 
unlogisches und verwerfliches zu bezeichnen! Die Erfahrung 
spricht genügend gegen solche Vorwürfe, und die schwachen Ver- 
suche, die von den mechanischen Theorieien gegebenen Anregungen 
herabzuziehen, können vor den überwältigenden Thatsachen der 
Erfahrung nicht bestehen. 
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II. Abschnitt. 



• • 



Über empirisch inkompressible und schwach 

kompressihle Medien. 

§ 1- 

Die Mathematik giebt uns alle Mittel in die Hand, um mit 
Hilfe der mechanischen Grundgesetze die Bewegung materieller 
Systeme bei gegebenen Anfangsbedingungen rechnerisch zu ver- 
folgen, und sie giebt uns auch über die Gröfse der Fehler Auf- 
schluss, welche wir machen, wenn wir die kleinen Gröfsen 

dm, dr, dt 
mit den Diflferentialen 

dm, dT, dt, 

die Dififerenzenquotienten mit Differentialquotienten, Summen mit 
Integralen vertauschen. Wenn wir das D'Alembertsche Prinzip 
in der Form schreiben 

so sind wir uns wohl bewusst, einen kleinen Fehler zu begehen; 
wir sind uns auch der Willkürlichkeit bewusst, mit der wir 
u, V, w nicht blofs als stetige Funktionen der Zeit auffassen, 
sondern auch als Funktionen, deren Differentialquotienten nach 
der Zeit ganz bestimmte Werte haben. Wir brauchen aber wohl 
hierin keine prinzipiell neue Hypothese zu erblicken, wir ver- 
suchen eben nur die Zusammenfassung der mechanischen Er- 
scheinungen mit Hilfe von durchgehends stetigen und differenzier- 
baren Funktionen, weil die mathematischen Hilfsmittel für solche 
Funktionen am besten ausgebildet sind. Für gleichartige Medien 
von der Dichtigkeit ^o können wir noch weiter gehen und das 
D'Alembertsche Prinzip in der Form 

schreiben, wobei wir u, v, w; Jx, cfy, dz als stetige und diffe- 
renzierbare Funktionen der Zeit t und der Stelle x, y, z des 
Elementes dr auffassen und das Integral über alle Elemente dr 
des Mediums auszudehnen haben. 



j' 



I 
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Die Voraussetzung der Diflferenzierbarkeit von u, v, w; dx, 
dy, dz gestattet bekanntlich, der Bedingung für dx, dy, dz, welche 
aus der Hypothese I für gleichartige Medien entspringt, eine be- 
queme analytische Form zu geben, die Form der Inkompressibilitäts- 

bedingung 

ödx ödy 9dz __^ 

8x dj dz ' 

und das D'Alembertsche Prinzip liefert durch rein mathematische 

Betrachtungen bei dieser Bedingung die folgenden Gleichungen 

d^r Bewegung für ein gleichartiges, also empirisch inkompressibles 

Medium: 

du __ dp 

'^^ dt ~"""ä^' 

dv _ dp öu dv öw__^ 
'*«"dt~~Öy' di'^df'^d^^^' 

dw __ dp 
^^'di^~d^' 

aus denen die Funktion p (t, x, y, z), die als Multiplikator der 
Bedingungsgleichung eingeführt und als hydrodynamischer Druck 
an der Stelle (x, y, z) zur Zeit t bezeichnet wird, zu eliminieren ist. 
Die Elimination von p ergiebt die sogenannten Wirbel- 
gleichungen : 

du du 9u öu 

tt), 



to, 



in denen: 



dt 


dx dy ' dz 


dö 
dt 


dv dv dv 
9x öy dz 


dtt) 
dt 


öw öw öw 
öx öy öz 




öu öv öw ^ 
öx öy öz 




öw öv 
" Öy öz ' 




öu öw 
^ öz öx ' 




öv öu 



», 



gesetzt ist. 



öx öy 
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Hätten wir den ganzen Raum von gleichdichter Materie erfüllt, 
so würde die Mechanik lediglich in der Aufsuchung der Funk- 
tionen u, ö, tu, der sogenannten Wirbelkomponenten, aus den 
obigen Gleichungen bei gegebenen Anfangswerten bestehen, es 
ist dies die Thomsonsche Hypothese, welche wir bereits im 
I. Abschnitt besprochen haben, die uns aber keine Auskunft über 
die scheinbaren Fernwirkungen umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernungen geben kann, wenn man die Annahme 
der Erfüllung des ganzen Raumes mit gleichdichter Materie konse- 
quent aufrecht erhält. 

Es wird eines unserer wichtigsten Hilfsmittel sein, in der 
den Raum erfüllenden gleichdichten Materie Teilchen anzunehmen, 
welche zwar in erster Annäherung auch gleichdicht sind und 
somit in erster Annäherung auch der Inkompressibilitätsbedingung 
genügen, aber dennoch etwa infolge von Beimengung einer gleich- 
dichten Materie von wesentlich kleinerer Dichtigkeit einer schwachen 
empirischen Kompressibilität fähig sind. Die Bewegung solcher 
schwach kompressiblen Teilchen in einer inkompressiblen Flüssig- 
keit wird die wichtigsten Probleme der theoretischen Physik ent- 
halten. 

§ 2. 

In dem gleichdichten Medium haben wir das wichtigste Bei- 
spiel eines Mediums, welches wir als echtes Kontinuum be- 
zeichnen wollen. Ich brauche hier nicht noch einmal ausführlich 
darauf einzugehen, dass mir bei dieser Benennung jeder meta- 
physische Gedanke fernliegt, wir denken bei jedem kontinuier- 
lichen Massensystem oder Kontinuum an eine aufs erordent- 
lich grofse Zahl von sehr kleinen Massen dm, bei denen die 
Quotienten 

— dm 



dr 
und die Mittelwerte der Geschwindigkeiten 

u, V, w 

sich aufserordentlich wenig von stetigen Funktionen fi; 
u, V, w der Zeit und der Stelle unterscheiden, und wir machen 



H 
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einen sehr kleinen Fehler, wenn wir das D'Alembertsche Prinzip 
für solche Kontinua in der Form: 

schreiben. 

Für gleichdichte Medien oder empirisch inkompressible Flüssig- 
keiten macht es nun gar keinen Unterschied, ob wir z. B. eine 
ganz aufserordentlich grofse Zahl von Elementen dr zu einem 
Element dr zusammenfassen, dessen Dimensionen immerhin aber 
noch gegen die Längeneinheit aufserordentlich klein sind; der 

Quotient 

dm 

wird wieder sehr nahe konstant sein,*) und die Mittelwerte der 
Geschwindigkeiten in dr werden sich wieder ganz aufserordentlich 
wenig von den stetigen Funktionen u, v, w der Zeit und der 
Stelle unterscheiden. Wir bezeichnen Kontinua, für welche diese 
Eigenschaft besteht, gleichviel, ob man in Elemente dr oder dr 
teilt (d. h. wie weit man auch empirisch die Teilung fortsetzt), 
als echte Kontinua. 

Mit dem ungleichdichten z. B. dem schwach kompressiblen 
Medium führen wir sogleich den Begriff des unechten Konti- 
nuums ein. Wenn wir Elemente dr in sehr grofser Zahl zu 
einem Elemente dr vereinigt denken, dessen Dimensionen zwar 
gegen die von dr aufserordentlich grofs, aber gegen die Längen- 
einheit noch ganz aufserordentlich klein sind, dann können wohl 

die Quotienten 

dm 

dr 

und die Mittelwerte der Geschwindigkeiten in dr wieder ganz 
aufserordentlich wenig von stetigen Funktionen fi; u, v, w der 
Zeit und der Stelle verschieden sein; dieselbe Eigenschaft braucht 
aber für die Quotienten 

dm 

_ dz' 

') im allgemeinen Falle des echten Kontinuums braucht sich dieser 
Quotient nur sehr wenig von einer stetigen Funktion /u der Zeit und 
der Stelle zu unterscheiden. Für gleichdichte Medien ist /u im besonderen 
eine Konstante. 
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und die Mittelwerte der Geschwindigkeiten in den Elementen dt 
fticht mehr zu bestehen. Wenn wir über den Verlauf dieser 
Werte in den Elementen dr nicht mehr die Voraussetzung machen^ 
dass ihre Differenzen innerhalb jener Elemente von der Ordnung 
ihrer Dimensionen klein sind, vielmehr nichts voraussetzen, als 
was durch die mechanischen Grundprinzipien ausgesagt wird, dann 
bezeichnen wir das Medium als ein unechtes Kontinuum. So 
kann z. B. ein schwach kompressibles Medium bei einer Teilung 
in Elemente dr einen nahezu konstanten Quotienten 

dm 
dr 

besitzen, bei einer Teilung in Elemente dr aber kommen wir zu 
Elementen, für welche der Quotient 



dm 



dz 



(wenn wir das schwach kompressible Medium etwa als eine 
Mischung eines gleichdichten Medien mit einem gleichdichten 
Medium von sehr geringer Dichtigkeit auffassen) zwei ganz ver- 
schiedene Werte haben kann. 

Bei einer Teilung eines unechten Kontinuums in Elemente dr 
können wir Mittelwerte der Geschwindigkeiten in den dt haben, 
die mit der Geschwindigkeitseinheit vergleichbar sind, bei Teilung 
in Elemente dr können wir dagegen zu Geschwindigkeiten kommen, 
die sehr grofs gegen die Geschwindigkeitseinheit sind. 

Die ganze aufserordentlich wichtige Unterscheidung der 
echten und unechten Kontinua kommt darauf hinaus, dass wir 
bei einem echten Kontinuum das D'Alembertsche Prinzip in der 
Form ansetzen können 

wenn bei Teilung in Elemente dr die Quotienten 

dm 
17 

und die Mittelwerte der Geschwindigkeiten sich von stetigen 
Funktionen (i; u, v, w der Stelle und der Zeit aufserordentlich 
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wenig unterscheiden, während wir bei unechten Kontinuum hierzu 
nicht berechtigt sind, sondern das Prinzip in der exakten Form: 



S[gäE(fsi.f.y.f5i); 



= 



zu gründe legen müssen. 

In energetischer Ausdrucksweise, bei echten Kontinuen ist 
die Energie durch das Integral: 



T = -i- L (u2 + v2 4- w2) dir 



gegeben, während bei unechten Kontinuen die exakte Form: 



T = -2-I](2"d"^("'-*-^'+^')) 



dt 

zu wählen ist und zu der empirischen mechanischen Energie noch 
gewissermafsen eine unsichtbare molekulare Energie hinzutritt. 

Ich möchte nun besonders betonen, dass ich mir in keiner 
Weise das Bestehen eines prinzipiellen Unterschiedes zwischen echten 
und unechten Kontinuen denken kann; wir müssen vielmehr jedes 
Medium als ein unechtes Kontinuum ansehen; wenn aber Dichtig- 
keit und Geschwindigkeiten solche Stetigkeitseigenschaften auf- 
weisen, dass man ohne empirische Fehler das D'Alembertsche 
Prinzip in der Form: 

die mechanische Energie in der Form: 



IJk- 



+ V^ + W^) dir 



ansetzen kann, so nähert sich das unechte Kontinuum der mathe- 
matischen Abstraktion des vollkommenen echten Konti- 
nuums, der inkompressiblen Flüssigkeit. 

§ 3. 
Die mathematische Analyse für die Bewegung desjenigen 
unechten Kontinuums, das wir als schwach kompressibles Medium 
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bezeichnen, ist nun eine solche, dass sie im gründe auf die Theorie 
der sogenannten vollkommenen Gase hinausläuft, mit dem einen 
Unterschiede, dass wir in erster Annäherung die Inkompressibilitäts- 
bedingung voraussetzen, da wir uns etwa das schwach kom- 
pressible Medium als ein gleichdichtes Medium mit einer Bei- 
mengung eines gleichdichten Mediums von sehr geringer Dichtig- 
keit denken können. 

Jedes der Elemente dm = mj an der Stelle (Xj y. Zj), welche das Ele- 
ment dr zusammensetzen, habe die Geschwindigkeiten: 

üj = u + Ij', 

vj = V 4- ij\ 

Wj=w + cY, 
wobei : 

2 "j ^j' = 2 "i 'j' = 2 "i ^j' = ^ 

dT dr dr 

und wir u, v, w, ohne empirische Fehler zu machen, als stetige Funktionen 
der Zeit und der Stelle betrachten können; es sei ferner: 

dT 

wo wir fiy ohne empirische Fehler zu machen, als stetige Funktion der Zeit 
und der Stelle betrachten können. 

Wären h' %' Cj' aufserordentlich klein gegen die Geschwindigkeits- 
«inheit (von der Ordnung der Dimensionen von dT gegen die Längen- 
einheit), so hätten wir ein echtes Kontinuum, für ein unechtes Kontinuum 
soll aber diese Voraussetzung nicht gemacht werden und überhaupt keine 
and^e Voraussetzung über die |j' tj^' Ci als das, was durch die mechanischen 
Grundprinzipien ausgesagt wird, und in erster Annäherung durch die 
empirische Inkompressibilitätsbedingung : 

f4, = const.; 
während für die Verrückungen 

^Yj = ^y + ^Ijy 
d'zj = dz •+- dCjj 

der Massen mj noch die Bedingungen: 

dT dT dT 

zu beachten sind. 
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In erster AnnäheruDg kann man das schwach kompressible Medium 
so behandeln, als ob es gleichdicht wäre und die Beimengung des zweiten 
gleichdichten Mediums von sehr geringer Dichtigkeit nicht für die Auf- 
stellung der Bewegungsgleichungen in betracht käme, so dass die letzteren 
Bedingungen auch so geschrieben werden dürfen: 

Qt dr 3j 

und es sind alle in betracht kommenden mj gleich: 

m: = m. 

Um das Problem mathematisch angreifen zu können, muss man sich, 
wie in der Gastheorie, den Begriff der Funktion der Geschwindigkeitsver- 
teilung zurechtlegen. 

Zwischen den Geschwindigkeiten: 

r, i; r 

und 

r + dr, fj'-h^*]', r + dc 

mögen die Geschwindigkeiten von 

F-dr di7'dC'dT 

Teilchen m^ liegen, wenn dl' d»y' dC kleine Geschwindigkeiten sind. Für die 
mathematische Analyse nehmen wir an, dass bei genügend kleinen d|' diy' dC 
die Gröfse F sich nur aufserordentlich wenig von einer stetigen Funktion 
F (r tj C) unterscheidet, die überdies noch von der Zeit t und der Stelle 
(x, y, z) abhängt. Diese Funktion F wird als die Funktion der Ge- 
schwindigkeitsverteilung im Elemente 3j zur Zeit t bezeichnet, und wir 
werden, ohne empirische Fehler zu machen, in der mathematischen Analyse 
gerade so verfahren, als ob in dem Element dr alle |', rj', f zwischen den 
Grenzen 

— • QO < I' <^ + 00 , 

— 00 <»?'<+<», 

— 00 < C < 4- 00 

vorhanden wären und zwischen den Geschwindigkeiten 

r, i', r 

und 

r + dr, v-hd,]\ r + dc 

die Geschwindigkeiten von 

F (r, ^', r, X, y, z, t) dr d^' dC dr 

Teilchen m: liegen. 

Die Aufgabe, welche das mechanische Problem der Bewegung des 
schwach kompressiblen Mediums darstellt, ist somit in erster Annäherung: 
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Es soll die Gleichang des D'Alembertschen Prinzips oder des in diesem 
Falle äquivalenten Hamilton sehen Prinzips: 




a) I I \\ \mF.(u()u-f-v<;v + wcfw)drdj7'dC'dTdt = 0, 

. 00 

ti T 

(t der Kaum, der von dem Medium erfüllt wird) bei den Bedingungen: 

00 



b) 



-hoo 
cTi = d^x + cTI, l \\ F r dr d^' dC = 0, 



— oo 



4- 00 



dy=dy+&f,, rrrF^'drdi7'dc'=o, 



00 



00 



c)z=crz4-c^C, \ i iFrdrdi7'dr = 



00 



und 



/u = const. 



stets erfüllt sein. Die letzte Gleichung lautet auch: 



+ 00 

JTI 



F • m • dl' dj?' dC = const. 



00 



oder: 



00 



nj(i«'-S"'-i'^ 



00 



_^ aF . dF 

OK oy 



cTy 4- ^ (fz) dk' dv dC = 0, 
öz / 



oder auch; 



00 



c) 



m(f- 



dF 8F \ 

+ g.- ef,' + ^<f^) dr d,' dC = 0. 



00 



Das Problem a), b), c) liefert uns die folgenden Gleichungen der 
Bewegung: 



ß' 



y" 



^ 



wo: 
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_ (^^^ _i_?ü + ?1L ^ = ^^^ ^^y ^^^ 

\ 9t dx 9y dz ) 9x 9y öz 

^ \9t öx 9y 9z / 9x 9y 9z 

_ 1^??! _!_?!! 4.?Z 4-?!^ N^ ^^1 ^Zy ^^z 

^ \ 9t 9x 9y 9z / 9x 9y 9z 



4-00 
X, = in mFI'^drdVdC, 






-+-00 



00 



00 

mF-C'^drdi^'dC', 

00 



-]\^ 



H- 00 
Y, = Zy== rn mF . )?' C dr d^' dC, 



00 



Z^ = X^ = ri ( mF . C $' dr d^' dC, 



H-oo 



00 

-|-.oo_ 

mF-l'jy'drdiy'dC', 

und für F die Funktion: 

gefunden wird, a und h von I' »/' C unabhängige Gröfsen, die durch 
Relation: 



a 



=ii0) 



verbunden sind. 

Nachdem die Funktion F gefunden ist, erhält man für die 9 Grö 

Xj Xy Xj Y^ Yy Y^ Zj Zy ^^ 



r 
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die Werte: 

^^ = "'^y = ^» °= 2hS ' 

Y,= Z, = Z, = X,= X, = Y, = 0, 

BO dass die Gleichungen der empirischen Bewegung in die folgenden 
übergehen : 

du _ ap 

^ dt — 8x ' 
dv 9p 



._ 9p, 



dw 

Ht^ dz 



wenn wir: 



- ^ 1 
P 2m' h 

du dv dw 
setzen und jetzt unter -^j -tt- » -rr die empirischen Differentialquotienten: 

du du du du . du 

dv 9v . öv , dv . öv 

dw 9w . 9w . 9w . 9w 
dt dt öx dy dz 

verstehen. 

Hierzu kommt schliefslich in erster Annäherung die Gleichung: 

oder, wie leicht aus derselben folgt: 

9u 9v 9w ^ 

öx öy 9z 

Das erste Resultat der mathematischen Analyse ist hiernach, 
dass die empirische Bewegung eines unechten Eontinuums um 
so näher nach den Gesetzen der Hydrodynamik vor sich geht^ 
je näher das unechte Kontinuum empirisch inkompressibel ist. 

Der formale Unterschied gegen das vollkommene echte 
Kontinuum besteht nun darin, dass bei diesem durch eine mathe- 
matische Abstraktion gewonnenen Begriffe der Druck p keine 
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unmittelbare mechanische Bedeutung hat, während in dem un- 
echten Kontinuum p [die Bedeutung 

P = X^ = Yy = Z, = i- (X^ + Yy + ZJ, 

00 



•+• 00 

^ r r r m F • (f » + ,'« + n df d,- d?-, \ 



00 



2 

eine ganz bestimmte mechanische Bedeutung hat, -«- der mittleren 

o 

molekularen, mechanischen Energie Tm darstellt. 

In konsequenter Durchführung unserer Auffassung, dass ein 
prinzipieller Unterschied zwischen echten und unechten Kontinuen 
nicht vorliegt, halten wir inkompressible Flüssigkeiten und empirisch 
inkompressible, unechte Kontinua für identische Begriffe, so dass 

wir uns auch in jeder empirisch inkompressiblen Flüssigkeit stets 

2 

den Druck p als -^ der mittleren molekularen, mechanischen 

Energie zurechtlegen können. 

§4. 

Wenn wir nun von den empirisch inkompressibeln, unechten 
Kontinuen zu den schwach kompressibeln übergehen, so können 
wir immer noch für die empirische Bewegung in erster An- 
näherung die hydrodynamischen Gleichungen: 

du Öp 





^ dt öx' 


a). 


dv dp 
'^dt 8y' 




dw 6p 

l '^ dt dz 


ansetzen, wo in erster Annäherung wieder der Druck 


■ H-oo 
/ -1 (* f* f 


fp Q n \ m 


p-(r» + v' + nd{'d,'dr 



00 



\ 2 
also wieder j -^ der mittleren molekularen, mechanischen Energie ist. 

Diese Gleichungen werden sich in der That etwas verändern 
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müssen, sobald das Medium schwach kompressibel ist, in welcher 
Weise, darüber können wir nichts aussagen, wenn wir über die 
Art der Kompressibilität, z. B. über die Art der Beimengung des 
zweiten gleichdichten Mediums von sehr geringer Dichtigkeit 
nichts wissen, es wird für uns genügen, zu wissen, dass die 
obigen Gleichungen nur eine sehr geringe Änderung erfahren 
und in erster Annäherung gelten. 

Die geringen Änderungen, welche die Gleichung 

fA = const. 

und die aus ihr mittelst Hypothese I folgende: 

öu 9v 8w ^ 
öx öy öz 

erleiden, können wir aber angeben, ohne irgend welche neue 
Hypothesen über die KomJ)ressibilität hinzuzufügen, wenn wir 
nur voraussetzen, dass wir es stets mit Medien zu thun haben, 
bei denen die mittleren absoluten Werte der 5/ v/ ^' gegen die 
empirischen Geschwindigkeiten u, v, w sehr grofs sind. 

Es ergiebt nämlich, genau wie in der kinetischen Theorie der 
Gase, dann das Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft, 
welches ja eine spezielle Folgerung des D'Alembertschen Prinzips 
ist, angenähert*) die Gleichung: 



^) '4{f)-'lt=o 



und die Hypothese I von der Erhaltung und Stetigkeit der Be- 
wegung der Materie die Gleichung: 



^ dfi [du 8v dw\ 



Die Gleichungen a), b), c) sind die Differentialgleichungen der 
Bewegung des schwach kompressiblen Mediums, wobei wir uns 
bei den Gleichungen a) noch Näherungsglieder auf der rechten 
Seite hinzuzudenken haben, von denen wir zunächst, ohne neue 
Hypothesen zu machen, nichts weiter aussagen können, als dass 



*) Um 80 näher richtig, je kleiner die empirischen Geschwindigkeiten 
u, V, w im Vergleich zu den mittleren absoluten Werten von ^ tj' C' sind. 
Korn, Beibungstheorie. 3 
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sie die empirische Bewegung um so weniger beeinflussen werden, 
je näher das Medium empirisch inkompressibel ist. 

Die Gleichung b) lässt sich, wie bekannt, leicht integrieren 
und ergiebt: 

b') fi = const. p ^ . 

p setzt sich aus einem sehr grofsen konstanten Druck Po und 
einem variabeln, dem eigentlichen hydrodynamischen Druck p zu- 
sammen, der gegen po klein ist, entsprechend der Voraussetzung, 
dass die mittleren absoluten Werte der ?' ^' C' gegen die Ge- 
schwindigkeiten u, V, w sehr grofs sind. Es ergiebt sich somit, 
da wir die Konstante in b') als sehr klein vorauszusetzen haben: 

b") iti = it^o + «2 p,*) 

wo fiQ den konstanten ersten Näherungswert der Dichtigkeit, a^ 
eine sehr kleine Konstante vorstellt, durch die gewissermafsen 
die Kompressibilität des Mediums gemessen wird. Die Gleichung c) 
lautet nun bei gleicher Annäherung: 



/öu öv dw\ . 

[dx öy dz) 



so dass wir schliefslich die Gleichungen der Bewegung des 
schwach kompressibeln Mediums so schreiben können: 



^ 



du __ _ öp 

^dr~~öx 

dv _ dp 

'^ dt " dy 

dw__ dp 
'*"dt~""öz~ 



A 

^ = ^o + «^P» 



^0 



öu dY dw\ 2 dp 

dx dj dz) dt 



*) Unter Vernachlässigung von Gliedern, die in bezug auf — von zweiter 

Po 
Ordnung sind. 
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wobei /i*|) eine konstante Dichtigkeit, «* eine sehr kleine Konstante 
vorstellt, weiche die Kompressibihtät des Mediums misst, und es sind 
in den ersten drei Gleichungen rechts Näherungsglieder fortgelassen, 
von denen wir nur wissen, dass sie um so weniger auf die 
empirische Bewegung von Einfluss sind, je kleiner « ist. Für 
« = gehen die Gleichungen in die gewöhnlichen hydrodyna- 
mischen Differentialgleichungen über. 

Bisher haben wir uns nur mit inkompressibeln Flüssigkeiten 
allein und mit schwach kompressibeln Medien allein beschäftigt; 
die Betrachtung der Grenzbedingungen ist dann ohne besondere 
Bedeutung, abgesehen davon, dass wir bei Betrachtung von 
aufserordentlich grofsen Räumen für die Bedingungen an der 
Oberfläche noch eine gewisse Willkür walten lassen können, 
worauf ich weiter unten zurückkommen werde. 

Wenn wir nun aber empirisch inkompressible und schwach 
kompressible Medien zusammen betrachten, kurz den Raum von 
verschiedenartig kompressibeln Medien erfüllt denken wollen, dann 
wird es auf den ersten Blick am einfachsten erscheinen, u, v, w^ 
p, p, a als stetige Funktionen der Zeit und der Stelle aufzufassen, 
es würde uns dann aber eine Gleichung zur Bestimmung von «^ 
fehlen, die uns das D'Alembertsche Prinzip erst liefern würde, 
wenn wir bestimmte Hypothesen über die Art der Kompressibilität 
{über die Art der Beimengung der Substanz von kleiner Dichtig- 
keit) zu gründe legten. Wir helfen uns nun aber in folgender 
Weise; wir betrachten kleine Räume von schwach kompressiblen 
Medien mit konstantem « in einem Meer von empirisch inkom- 
pressibler Flüssigkeit, die abgesehen von verhältnismäfsig lang- 
samen (sichtbaren) Bewegungen sich in bestimmten raschen 
Eigenschwingungen befinden, und erreichen so, dass wir in den 
schwach kompressiblen Medien die a^ ein für allemal als nahe 
konstant betrachten können. Nun werden ab*"" '^'"' tir-an-r. 
bedingungen an der Grenze jener schwach kompi 
und der umgebenden Flüssigkeit von aufserorden 
keit. Für diese legen wir die Vorstellung zu Gr 
die mittleren Geschwindigkeitskomponenten dui 
hindurch stetig ändern, so dass wir wieder in ersl 
voraussetzen dürfen, dass u, v, w; rfx, dy, dz bei i 



— m — 

durch die Grenze stetig sind. Das D'Alembertsche Prinzip g^iebt 
uns dann auch in erster Annäherung die Stetigkeit des Druckes 
bei dem Durchgang durch die Grenze. 

§6. 

Die einfachsten Verhältnisse erreichen wir, wenn wir zuerst 
alle Medien von Wirbeln frei annehmen, also: 



Ö w _ 8v _ 

öy öz~ ' 

öu_8w__ 

öz öx~ ' 

öv __ 8u _ 

dx öy ~ 



Dieser wirbellose Zustand bleibt stets bestehen, wenn er zu einer 
Anfangszeit bestand; dann ist überall: 



u = 



V = 



w = 



d(p 

dx' 

d(p 

8y' 

öz' 



wo g) eine stetige Funktion der Zeit und der Stelle, das soge- 
nannte Geschwindigkeitspotential vorstellt, und es folgt im be- 
sonderen in empirisch inkompressibeln Flüssigkeiten bis auf eine 
von (x, y, z) unabhängige Gröfse : 



P = -i^ 



d(p 



di 



1 
2 



( 



d(pw(d(p\\(d<f>\ 



2 



}• 



8V , 8'y , 8^_0 
8x2 8y2"^8z2 "• 



— 37 — 

Für schwach kompressible Medien werden die beiden letzten 
Gleichungen eine Modifikation erfahren, da wir nicht mehr die 
Gleichungen 

^ = ^01 

du öv dw ^ 

8x öy 8z 

sondern die Gleichungen: 

^ = ^o + «^P» 

IS. 

du ^ dy , 9w\ 2 ^P 



''«lel + W ^/^ — " dt 

haben. 

Es interessiert uns nun hier vor allem die Frage: Ist mit 
unseren Gleichungen der Bewegung eine einheitliche Schwingung 
des ganzen Systems (eine sogenannte Eigenschwingung) mit sehr 
kleiner Schwingungsdauer verträglich, wenn wir aufser derselben 
nur noch verhältnismäfsig langsame (sichtbare) Bewegungen an- 
nehmen wollen; mit anderen Worten: Können wir 

u = U sin ^p 2 TT, 
V = V sin ^ 2 TT, 
w = W sin Fp 2 TT 

bis auf Gröfsen annehmen, die gegen U, V, W klein sind, unter 
Voraussetzung einer Schwingungsdauer T, die gegen die Zeit- 
einheit aufserordentlich klein ist, und können wir diese Schwin- 
gungsdauer T berechnen, falls überhaupt eine solche Schwingung 
möglich ist? 

Unsere Gleichungen der Bewegung werden uns gestatten, 
diese wichtigen Fragen bejahend zu beantworten. Es muss 
für eine solche Schwingung ein Geschwindigkeitspotential g> be- 
stehen : 



— 38 — 

bis auf Gröfsen, die gegen klein sind, und für erhalten wir 
in empirisch inkompressibeln Medien die Gleichung: 

d^0 8^a> 8^0 

in schwach kompressibeln Medien die Gleichung: 

d^0 d^0 d'^0 47^2 , ^ 



öx2 öy*^ öz2 T^ 

oder die Gleichung: 

d^0 d^0 d^0 ,2^ ^ 

öx'^ öy^ 8z2 
wenn wir noch 

'T'2 

setzen. 

Wenn wir uns einen sehr grofsen Raum*) abgegrenzt denken, 
in dem wir uns hauptsächlich empirisch inkompressible Flüssig- 
keit, und in derselben eine grofse Anzahl kleiner von schwach 
kompressibeln Medien erfüllte Volumina vorstellen, so werden 
wir am einfachsten von irgend welchen von aufsen kommenden 
Einfltlssen abstrahieren, wenn wir an der Oberfläche des Raumes 

a> = o 

annehmen; wir haben dann zur Bestimmung von k (also T) und 
ein bekanntes mathematisches Problem vor uns; wir sehen, 
dass dem System eine unendlich grofse Zahl von Eigenschwin- 
gungen gestattet ist, und zwar wird das kleinste T, welches dem 
sogenannten „Grundton" entspricht, um so kleiner sein, je kleiner 
die a sind, die Schwingungsdauer T des Grundtones ist um so 
kleiner, je näher die von uns betrachteten Medien inkompres- 
sibel sind.**) 

Aufser diesen Eigenschwingungen, von denen wir übrigens 
in der Folge zunächst nur den Grundton in betracht ziehen werden. 



*) Dessen Dimensionen gegen die Dimensionen innerhalb des Sonnen- 
systems grofs sind. 

**) Das T der Grundschwingung wird bei uns noch ganz aufser- 
ordentlich klein gegen die Schwingungsdauer der Lichtschwingungen anzu- 
nehmen sein. 
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sollen die kleinen von schwach kompressibeln Medien erfüllten 
Volumina nur relativ langsame Bewegungen ausführen, und es 
wird eine wesentliche Aufgabe des Folgenden sein, diese relativ 
langsame Bewegung bei dem gleichzeitigen Vorhandensein der 
raschen Schwingung des Systems zu untersuchen. 

Es wird sich zeigen, dass diese schwach kompressibeln Teil- 
chen infolge der Eigenschwingung des Systems auf einander 
scheinbare Fernkräfte ausüben müssen, und es wird gelingen, 
auf diesem Wege einmal die Erscheinung der allgemeinen Gravitation 
mechanisch abzuleiten, andererseits aber auch diejenigen schein- 
baren, zuerst von Maxwell vermuteten, Fernkräfte zu erklären, 
durch die man die Erscheinung der Reibung in kontinuierlichen 
Massensystemen mechanisch interpretieren kann. 

§7- 

Zur Berechnung aller dieser scheinbaren Fernkräfte haben 
wir in folgender Weise zu verfahren. 

Wir berechnen das der Eigenschwingung des Systems ent- 
sprechende Ö>, hierauf können wir in dem die schwach kompres- 
siblen Teilchen umgebenden empirisch inkompressiblen Medium 
mit Hilfe der Formel: 

an jeder Stelle den Druck bis auf eine von x, y, z unabhängige 
Gröfse angeben. 

Schliefslich folgen, da wir die schwach kompressibeln Teil- 
chen von kleinem Volumen T annehmen, wenn wir mit Uq, v^, w© 
die Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten in denselben, 
mit M die Massen derselben bezeichnen, so dass: 

Muo = i/AU dT, 
T 

M Vo =\fiv dr, 
T 

M Wo= \fAW At, 

T 
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für diese Uo Vq Wo die Gleichungen: 



M 



^ J Ix ^^ ^ J P ^^^ ^"^^ ^'^' *^ 



dup 

dt 

T i2 



M^" 



-^ = -j^dT = -jpcos(ny)d(», 



dt 

T i2 



M 



== — 1 — ^ dr = — l p cos (nz) d«, 



dwg 
dt 

T n 



wo dö» ein Element der Oberfläche S2 von T mit der in das Innere 
der inkompressiblen Flüssigkeit positiv zu rechnenden Normalen n 
vorstellt. 

Die links stehenden Gröfsen 

M^, M^, M^ 
dt dt dt 

stellen geradezu die empirischen Kraftkomponenten dar, welche 
scheinbar auf das das Volumen T erfüllende Teilchen wirken, 
und es wird .uns so möglich sein, den Einfluss, welchen die 
Eigenschwingung des Systems auf diese empirischen Kraftkompo- 
nenten ausübt, zu berechnen. 

§8. 

Es liegt nun bei der hier kurz skizzierten Behandlung des Haupt- 
problems der Bewegung der einzelnen schwach kompressibeln Teilchen in 
einer inkompressibeln Flüssigkeit infolge der Eigenschwingung des Systems 
ein Einwand nahe, den ich hier nicht übergehen kann. 

Wir haben stets betont, dass wir bei den für die Bewegung des schwach 
kompressibeln Mediums geltenden Gleichungen 

du 9p 

^dt "" e^' 

dv 9p 

dw 9p 

^dt~'~9i 



•) Nach dem bekannten Satze von Green. 
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rechts Glieder hinzuzudenken haben, die um so weniger von Einfluss sind, 
je kleiner das betreffende n ist, während in den beiden Gleichungen: 

^ 
^ = ^o + «*P, 

A 

/9u . 9v . 9w\ « dp 

bereits die zweite Annäherung (Berücksichtigung von a^) vorliegt. 

Ich will nun im Folgenden kurz zeigen, warum man sich in den ersten 
drei Gleichungen für unsere Zwecke mit der ersten Annäherung begnügen 
kann. Wie immer wir uns die Kompressibilität (die Art der Beimengung 
des zweiten gleichdichten Mediums von kleiner Dichtigkeit) denken, immer 
erhalten wir die drei Gleichungen: 



wo: 



a) 



du*) 



ÖX« öX^ öX, 



*" dt ox dy 


87. ' 


dv d\\ 8Yy 


8Y, 


*" dt 8x öy 


Öz ' 


dw ^^x 8Zy 


8Z, 


*" dt 8x gy 


dz ' 



H-oo 

x,=(r(mF.f2drd«7'dr, 



— 00 

+ 00 



'-fW 



Y„ = 



m F . i7'2 dr drf dC, 



00 

-1-00 



Z, = ( r Im F . C'^ dr d«7' dC, 



00 
OD 



+ OD 

Y2 = Z, = rUmF.,'f'drd,'dr, 



00 
00 



+ 00 



mF.re'drdj7'd4', 



00 
00 



+ 00 

Xy = Y^= ((jmF.I'^y'drdv'dr. 



00 



*) Hier ist 



du 
dt 



Öu 
öt 



dv dw 
verstanden, analog -rr > -r— • 

dt dt 



öu öu öu 

- u + ^— v + ^— w 
öx öy öz 



l 



/ 
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Die sogenannte Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung aber, bei der 



Y,= 



X„ = Y„ = Z_ =r —7-— » 

^ y ^ 2hm 
Zy = Zj^ = X^ = Xy = Y^ 



= 0, 



wird hier nur in erster Annäherung gelten, und über die zweite Annäherung 
können wir nichts aussagen, ohne über die Art der Kompressibilität eine 
neue Hypothese zu machen. Es ist dies aber glücklicherweise nicht nötig. 
Wir erhalten nämlich in jedem Falle an der Grenze gegen eine empirisch 
inkompressible Flüssigkeit mit Hilfe des D'Alembertschen Prinzips die 
Bedingungen: 



b) 



X^ cos (n x) -I- Xy cos (n y ) 4- X^ cos (n z) = p cos (n x), 
Yj cos (nx) + Y cos (ny) 4- Y,^ cos (nz) = p cos (ny), 
Z^ cos (n x) 4- Zy cos (n y) + Z^ cos (n z) = p cos (n z), 



so dass aus den Gleichungen a), b) wieder mit Hilfe derselben Betrachtungen, 
wie im vorigen Paragraphen folgt: 



"S=- 



'VöX 8X dX, 



dx 



dy 



dz 



= _j{X,cos(nx^4-X,cos(„.) + X,eos(nz)ld., 



Sl 



= — \ p cos (n 



x) dw, 



Sl 



^ dt 



"/dY^ 9Yy ÖY^ , 



dx 



dy 



8z 



r 



= — l { Y^ cos (nx) 4- Yy cos (ny) 4- Y^ cos (nz)} dw. 



ü 



= — \ p cos (n 



y)dw, 



Sl 
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T 

= — \ ( Z^ cos (n x) -f- Zy cos (n y) + Z^ cos (n z) | dw, 

= — l p cos (n z) dw, 

ohne dass wir das Geringste über die zweite Annäherung der Geschwindig- 
keitsverteilung in den schwach kompressibeln Medien zu wissen brauchen. 
Diese drei Gleichungen sind aber die einzigen Folgerungen der drei 
Gleichungen : 

du dp 

dv dp 



h 



dt Öy 

dw öp 

"(U ~" ~ gz 



die wir in den Theorieen der Gravitation und der Reibung benutzen, in 
denen wir von Wirbelerscheinungen in den schwach kompressibeln Medien 
sowohl, wie auch in der umgebenden Flüssigkeit, ganz absehen und, wo 
immer solche infolge von Anfangsbedingungen vorhanden sein sollten, die- 
selben nur als Komplikationen der im folgenden zu besprechenden ein- 
fachen Erscheinungen betrachten. 



III. Abschnitt. 

Die Theorie der Gravitation. 

§ 1. 

Anschliefsend an die grundlegenden theoretischen und experi- 
mentellen Untersuchungen von G. A. Bjerknes, nach welchen zwei 
in einer inkompressibeln Flüssigkeit befindliche, ihr Volumen mit 
gleicher Phase und gleicher Schwingungsdauer periodisch ändernde 
Teilchen eine scheinbare Anziehungskraft, umgekehrt proportional 
dem Quadrat ihre Entfernung, auf einander ausüben, wenn man 
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die Dimensionen der Teilchen gegen ihre Entfernung klein annimmt, 
habe ich schon früher*) die Erscheinung der Gravitation damit zu 
erklären versucht, dass ich einen periodischen Druck auf die Ober- 
fläche eines grofsen das Sonnensystem einschliefsenden Raumes vor- 
aussetze und die ponderabeln Teilchen schwach kompressibel, in 
einem Meere inkompressibler Flüssigkeit schwimmend denke. Diese 
Teilchen müssen dann bei der Inkompressibilität des Zwischen- 
mediums Pulsationen, d. h. periodische Volumenänderungen mit 
gleicher Phase und gleicher Schwingungsdauer ausführen und 
auf einander in ähnlicher Weise wirken, wie zwei gravitierende 
Teilchen nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze. 

Um diese Theorie auch experimentell zu stützen, habe ich 
dann auch ein Modell konstruiert,**) durch welches die Theorie 
veranschaulicht wird. Ich bringe in einer grofsen mit Wasser 
gefüllten Kupferkugel eine feste und eine bewegliche Kautschuk- 
kugel dadurch zum pulsieren (mit gleicher Phase und mit gleicher 
Schwingungsdauer), dass ich mit Hilfe von symmetrisch in die 
Oberfläche der Kupferkugel einmündenden Röhren periodisch 
Wasser in die letztere hineinpresse und wieder aussauge; die 
Kautschukkugeln zeigen bei genügend raschen Pulsationen eine 
kräftige Anziehung. Man konnte dabei die Amplituden der 
Schwingungen so klein machen, dass die Schwingungen dem 
Auge kaum wahrnehmbar waren. Ähnlich sollen nun die gravi- 
tierenden Teilchen Pulsationsschwingungen von ganz aufser- 
ordentlich kl^ner Amplitude machen, während das Zwischen- 
medium sich wie eine inkompressible Flüssigkeit verhält, man 
kann die Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Entfernung zweier Teilchen als eine Folge dieser Pulsationen ab- 
leiten, falls man nur die Entfernung der beiden Teilchen grofs 
gegen die Dimensionen derselben voraussetzt. 

Abgesehen von verschiedenen Einwänden, die ich bereits 
früher***) besprochen habe, ist eine Schwierigkeit dieser Theorie 



*) Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen 
auf Grundlage der Hydrodynamik 2. Aufl. 1896—1898 (Berlin, Ferd. Dümmlers 
Verlagsbuchhandlung). 

**) Beschrieben im 27. Bande der Sitzungsberichte der mathematisch- 
physikalischen Klasse der k. bayer. Akad. d. Wiss. 1897: A. Korn, Ein 
Modell zur hydrodynamischen Theorie der Gravitation. 
***) Theorie der Gravitation etc. 2. Aufl. S. 13 — 15. 



( 
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darin gefunden worden, wie man die Proportionalität der An- 
ziehungen mit den Massen der beiden Teilchen erklären soll, da 
die scheinbare Anziehungskraft infolge der Flüssigkeitsbewegung 
sich proportional den mittleren Pulsationsgeschwindigkeiten 

= 2n^^, — r— ^- — —^ j und den Oberflächen der pulsierenden 

Schwingungsdauer/ 

Teilchen ergiebt. Ich bin früher auf diese Erklärung deshalb 

nicht besonders eingegangen, weil mir hierfür viele Erklärungen 

möglich zu sein schienen. Mir erscheint jetzt als die einfachste 

die, dass man sich in einem gravitierenden Teilchen von der 

Masse m^ resp. von der Masse mg eine Anzahl q^ resp. qg von 

Einheitsteilchen zu denken hat, so dass 

q, : q^ = mi : mg, 

und dass je zwei Einheitsteilchen infolge ihrer gleichen Beschaffen- 
heit Anziehungen auf einander ausüben, die lediglich umgekehrt 
proportional dem Quadrat ihrer Entfernung sind; es werden dann 
die zu einem empirisch starren Körper von der Masse m^ vereinigten 
qi Einheitsteilchen auf die zu einem empirisch starren Körper von 
der Masse nig vereinigten qg Einheitsteilchen eine Anziehungskraft 
ausüben, die mit m^ mg direkt und dem Quadrat der Entfernung 
ni, — >- mg umgekehrt proportional ist, falls diese Entfernung 
grofs ist in bezug auf die Dimensionen der Körper von der 
Masse mj resp. mg, und wenn auch die Entfernungen der Einheits- 
teilchen innerhalb m, resp. mg grofs sind gegen die Dimensionen 
dieser Einheitsteilchen. 

§2. 

Während ich nun früher nicht weiter gegangen bin, als bis 
zu der formalen Annahme eines periodischen Druckes an der 
Oberfläche eines sehr grofsen das Sonnensystem enthaltenden 
Raumes und einer schwachen Kompressibilität der gravitierenden 
Teilchen, gestattet uns nun die in dem IL Abschnitt gegebene 
Untersuchung, der Theorie einen Abschluss zu geben, der wohl 
alle befriedigen kann. Sind die gravitierenden Teilchen in dem 
von uns früher definierten Sinne schwach kompressibel, so ist das 
ganze das Sonnensystem zusammensetzende materielle System, wenn 
wir von den Einwirkungen irgend welcher Systeme aufserhalb 
eines sehr grofsen das Sonnensystem einschliefsenden Volumens 
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abstrahieren, gewisser Eigenschwingungen von aufserordentlicb 
kleiner Schwingungsdauer fähig, und das Problem ist analytisch 
in folgender Weise gegeben. Es sind überall die Geschwindig- 
keitskomponenten u, V, w von der Form : 

u = 



V = 



w = 



dz 



9 = <Z> sin rv^ 27r, 

g2(p g20 g2(2> in (jem empirisch inkompres- 

öx^ öy^ 6z2 ' sibeln Zwischenmedium, 

g20 ^20 g20 ^ in den schwach kom- 

Öx^ 8y^ öz^ ' pressibeln Teilchen, 

O = 0*) an einer sehr grofsen Kugelfläche. 



Dabei ist: 






und a die früher definierte Kompressibilitätskonstante des be- 
treffenden schwach kompressibeln Teilchens. 

Wir werden uns hier nur mit der Grundschwingung des 
Systems beschäftigen, unter k den dieser Grundschwingung zu- 
gehörigen Wert verstehen und — wie wir bereits stillschweigend 
gethan haben — die a^ für alle von uns zu betrachtenden schwach 
kompressiblen Teilchen als gleich voraussetzen. 

§3. 
Der einzige für die Theorie der Gravitation eintretende Unter- 
schied gegen meine frühere Auffassung ist, dass die Pulsations- 
schwingungen der gravitierenden Teilchen jetzt als Eigenschwin- 
gungen des Systems betrachtet werden, während dieselben früher 
von mir formal als durch eine Grenzbedingnng (die Bedingung 



*) Genauer: ganz aufserordentlich klein. 



des periodischen Druckes) an einer sehr grofsen Kugelfläche er- 
zwungen dargestellt wurden. Ich habe indessen auch bei meiner 
früheren Fassung:*) „Ich halte die Annahme eines periodischen 
Druckes, dem das Sonnensystem ausgesetzt ist, für die einzig 
annehmbare mechanische Vorstellung über die Gravitation*^ 
für weitere Annahmen über die Entstehung dieses periodischen 
Druckes freien Spielraum gelassen, und die Auffassung, für die 
ich mich jetzt entschieden habe, scheint mir für die intuitive 
Seite der Theorie von grofsem Nutzen, da jener periodische Druck^ 
der in sehr grofsen Entfernungen von den gravitierenden Teilchen 
aufserordentlich klein ist, auf Anfangszustände zu einer beliebigen 
Zeit to zurückgeführt wird, so dass derselbe, wenn er zur Zeit 
Iq vorhanden ist, fortdauernd erhalten bleiben müsste, wenn 
dieser Zustand nicht durch äufsere, sehr weit entfernte Systeme 
gestört wird; Vermutungen, ob eine solche Störung jemals ein- 
treten wird und die Gravitationserscheinung verändern kann, 
gehören, da die Erfahrung uns hierüber keinerlei Thatsachen 
bisher geliefert hat, nicht in den Rahmen unserer Naturbetrachtung, 
wir können aus der Regelmäfsigkeit der uns bekannten Erschei- 
nungen der Gravitation nur schliefsen, dass bisher solche Störungen 
so klein gewesen sein müssen, dass sie unser System nur unmerk- 
lich beeinflusst haben. 

§4. 

Die analytische Form der Theorie wird durch den Über- 
gang von erzwungenen zu freien Schwingungen nicht wesentlich 
geändert. 

Denken wir uns zunächst nur ein schwach kompressibles 
Teilchen in der inkompressibeln Flüssigkeit, so wird in letzterer 

8«) . t „ 
8(2) . t „ 



*) Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen 
&^f Grundlage der Hydrodynamik. 2. Aufl. Seite 15. 
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sein und 

= — -—\ - - dw — » 

47rj ön r 

CO 

wenn wir uns in Entfernungen r von dem Teilchen halten, die 
gegen seine Dimensionen grofs sind; ist das Teilchen kugelförmig, 
so gilt die Gleichung völlig exakt für die ganze umgebende 
Flüssigkeit, wenn man mit r die Central distanz des betreffenden 
Punktes (x, y, z) der Flüssigkeit bezeichnet; d« ist dabei immer 
«in Element der Oberfläche w des Teilchens mit der in das Innere 
der inkompressibeln Flüssigkeit positiv gerechneten Normalen n. 
Nimmt man zwei schwach kompressible Teilchen mit den 
Oberflächen a>i Wg in der Flüssigkeit an, so kann man auch 
wieder die Funktion berechnen, hierauf den Druck p der 
Flüssigkeit und endlich die scheinbaren Kraftkomponenten 

— l p cos (nx) da», 
»1 («2) 

— \ p cos (ny) d«, 
«1 («2) 

— \ p cos (nz) d«, 

«1 K) 

welche man für die empirische Bewegung der beiden Teilchen 
«rhält. 

In erster Annäherung ergeben sich bei Ausführung der 
Rechnung für die empirische Bewegung des Teilchens mit der 
Oberfläche «a die Kraftkomponenten: 

^ rö<2>^.. Cd0^^^ COSiQX) 



.1 " - i 



Stt J ön J ön q 

«1 «2 



2 



8n 



J 8n J dn Q^ 



OOt w, 



•l 



8n J 



öO, Cd0. cos(^z) 

— - dw • \ — — d« ^ 

dn J ön Q^ 



«1 «2 
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wenn wir mit q die gegen die Dimensionen der Teilchen grofs 
angenommene Entfernung der Teilchen und die Richtung von dem 
Teilchen 1 nach dem Teilchen 2 bezeichnen, mit /a die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit 

Allgemein, wenn wir beliebig viele schwach kompressible 
Teilchen in der Flüssigkeit haben, geht die empirische Bewegung 
der Teilchen so vor sich, als ob jedes Teilchen mit der Ober- 
fläche a>i auf jedes Teilchen mit der Oberfläche co^ in erster An- 
näherung die Kraftkomponenten 



SttJ dn J ön Q^ 

8nJ dn J dn q^ 



COi O), 



-^fl^d«ri?d«?2i%^, 

SttJ dn J dn q^ 

wenn wir mit qix die gegen die Dimensionen der Teilchen grofs 
angenommenen Entfernungen der Teilchen und die Richtung von 
dem Teilchen i nach dem Teilchen x bezeichnen, mit fi die Dichtig- 
keit der Flüssigkeit. 

In erster Annäherung werden nun alle Integrale 



I 



Wj 



dO. 

— — dcö 
ön 



für alle Teilchen gleich grofs sein, wenn wir alle Teilchen von 
derselben Gestalt (etwa kugelförmig mit denselben Radien) an- 
nehmen und, wie bereits früher geschehen, die a für alle Teilchen 
gleich voraussetzen. 

Je zwei Einheitsteilchen werden sich somit mit den Kräften 

c2 






anziehen, wo c^ eine universelle Konstante vorstellt. 

Korn, Reibungstheorie. 4 
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Denken wir uns nun in einem empirisch starren Körper, von 
der Masse mi, qi solcher Einheitsteilchen und in einem empirisch 
starren Körper, von der Masse m», q» solcher Teilchen, so, dass, 

qi : qx = nn : m^, 

dann w^erden sich die beiden Massen mi m» mit einer Kraft 

mimx 



f 






anziehen, wo f eine universelle Konstante vorstellt. 

Immer muss vorausgesetzt werden, dass die Entfernungen 
je zweier Einheitsteilchen sehr grofs sind gegen ihre Dimensionen. 

Mir erscheint vor der Hand diese Erklärung der Proportio- 
nalität der scheinbaren Anziehungskräfte mit den Massen als die 
einfachste, obgleich ich mir wohl bewusst bin, dass hier noch 
manche andere Auffassung möglich ist. 

§5. 

Wenn es sich nun darum handelt, eine Verständigung mit 
den übrigen bestehenden Theorieen der Gravitation zu erzielen, 
so geht dies am leichtesten mit der Theorie, welche geradezu 
die Gravitation als eine inhärente Eigenschaft der Materie ansieht, 
in solcher Weise, dass überhaupt je zwei materielle Teilchen von 
den Massen mi m» die Fernkräfte 

in der Richtung ihrer Centraldistanz und in anziehendem Sinne 
auf einander ausüben. Es kann natürlich auf grund der erfahrungs- 
mäfsigen Erscheinungen der Gravitation gegen diese Auffassung 
kein Einwand erhoben werden, noch werden sich die beiden 
Theorieen irgendwie widersprechen, nur das intuitive Moment 
in der Hypothesenbildung scheint mir für die rein mechanische 
Theorie ausschlaggebend zu sein. Wir müssen uns in dieser 
zwar erst einen komplizierten Mechanismus zur Erklärung des 
Gravitationsgesetzes zurechtlegen, wir haben aber den Vorteil, 
dass wir dasselbe auf die beiden Grundhypothesen I und II der 
Mechanik, die Erhaltung und die Trägheit der Materie zurück- 
führen, während wir uns in der Theorie der Fernkräfte zwar 
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jenen komplizierten Mechanismus ersparen, aber dafür der Materie 
eine ganz neue Eigenschaft beilegen müssen, für welche uns jede 
Intuition fehlt, die lediglich durch eine neue mathematische Formel 
repräsentiert ist. Man hat wohl die Einfachheit dieser Formel 
oft jenem Mangel der Intuition als einen überwiegenden Vorteil 
gegenübergestellt, aber diese Einfachheit rührt auch nur daher, 
dass man sich den „Kraftbegrifif" rein formal derart zurechtgelegt 
hat, dass man als die Kraftkomponenten, die auf ein Teilchen m 
(x, y, z) wirken, die Ausdrücke 

d^x d2y d^z 
^dt^' ^dF' ^dt^ 

bezeichnet; der wahre Inhalt jener Gravitationshypothese ist also, 
dass jedes Teilchen m, das zusammen mit beliebig vielen Teil- 
chen mi (Xi yi Zi) vorhanden ist, die folgenden Gleichungen der 
Bewegung besitzt: 

^ = - f m 2j 1 p cos (riX), 



m 



d^y „ X-, mi , . 

m ^ = - f m 2j i ^ cos (riy), 

d^z /. VI . Bii 



m 



-fn^ZI^d^^^^^^^)' 



dt2 ^ r 



wo ri die Entfernung und Richtung mi — y m vorstellt. Fürwahr 
eine nicht so einfache formale Hypothese! 

Bei uns sind diese Formeln erst die Schlussformeln, welche 
aus dem von uns vorausgesetzten Mechanismus für die empirische 
Bewegung der Teilchen folgen, in der Theorie der Fernwirkungen 
sind sie Voraussetzung, sie bilden die analytische Formulierung 
einer neuen Eigenschaft der Materie. 

Mag man sich nun hier entscheiden, wie man wolle, ich hebe 
hier nur noch einmal hervor, dass ein Widerspruch zwischen den 
beiden Auffassungen nicht zu befürchten ist; die hydrodynamische 
Theorie ist lediglich von dem Streben geleitet, die Erscheinung 
der Gravitation ohne neue Eigenschaften der Materie aus den 
allgemeinen Grundprinzipien zu erklären, und, wenn man dies 
will, kann man bei der formalen Grundhypothese der Fern- 
Wirkungstheorie nicht stehen bleiben. 

4* 



r^^; 



§6. 

Die verbreitetste der Theorieen der Gravitation, mit denen 
wir uns zu verständigen haben, ist die Annahme, dass zwei 
starre Teilchen mi und mg deshalb die durch das Newtonsche 
Gesetz gegebene Anziehung auf einander ausüben, well sie sich 
in einem Schwärm von ungeordnet durch einander fliegender 
Teilchen von kleiner Masse und sehr grofser Geschwindigkeit 
befinden, die die Teilchen mj und mg bombardieren und von den- 
selben zurückgeschleudert werden. Eine erste Klärung dieser 
Verhältnisse wird bereits die erste Erkenntnis mit sich bringen, 
dass bei Annahme absoluter Starrheit von m^ und mg die Er- 
scheinung der Gravitation durch sogenannte elastische Stöfse 
der Teilchen eines Zwischenmediums nicht erklärt werden kann. 
Das Zwischenmedium verhält sich wie ein empirisch ruhendes 
Gas, der empirische Druck auf die Teilchen nii und mg bleibt 
konstant; alle Veranschaulichungen, welche das Gegenteil beweisen 
sollen, sind fehlerhaft, und es ist nicht besonders schwierig, in 
den einzelnen Veranschaulichungen dieser Art die Fehler zu 
erkennen. Anders ist es nun, wenn wir die Massen m^ mg nicht 
mehr als absolut starr, sondern selbst aus einer grofsen Zahl in 
ungeordneter Bewegung befindlicher starrer Teilchen zusammen- 
gesetzt ansehen, so dass diese Massen auch als kompressibei 
gedacht werden und einen Teil der mechanischen Energie der 
auftreflfenden Teilchen des Zwischenmediums in molekulare Energie 
umwandeln können. 

Im Grunde mag dies wohl die Idee Isenkrahes*) gewesen 
sein, als er die Gravitation durch sogenannte unelastische Stöfse 
zwischen den Teilchen m, mg und den Teilchen des Zwischen- 
mediums zu erklären suchte, wenn man unelastisch alle Stöfse 
nennen will, bei denen die mechanische Energie der aufeinander- 
treffenden Massen teilweise in molekulare Energie dieser Massen 
verwandelt wird. Der Mangel der Isenkraheschen Theorie lag in 
der Form; er behielt die Massen m^ und mg als starr bei und 
suchte keine Rechenschaft über den Verbleib der bei den un- 
elastischen Stöfsen empirisch verlorenen lebendigen Kraft zu 
geben, und damit war die Theorie für die einen völlig abgethan, 
die anderen konnten in derselben nur einen auf halbem Wege 



*) Isenkrahe, das Rätsel von der Schwerkraft. (Vieweg 1879.) 



— 53 — 

gebliebenen Versuch sehen. Wenn man nun im Sinne der kine- 
tischen Gastheorie die Massen m, und nig auch aus einer grofsen 
Zahl in ungeordneter Bewegung befindlicher fester Teilchen zu- 
sammengesetzt denkt, so kann man die Theorie von Isenkrahe 
rehabilitieren, denn sobald lebendige Kraft des Zwischenmediums 
in molekulare Energie von m^ und mg übergeht, kann eine Wechsel- 
wirkung von mi und mg eintreten; sind die Stöfse ungeordnet, 
so wird allerdings bald eine Anziehung, bald eine Abstofsung ein- 
treten, d. h. empirisch keinerlei Wechsel Wirkung, sobald aber die 
Bewegung regelmäfsig wird, also z. B. sobald das System eine 
Eigenschwingung ausführt, wird man die Erscheinung der Gravi- 
tation thatsächlich mechanisch erklären können; wir erkennen 
hier deutlich, wie die Verständigung mit der hydrodynamischen 
Theorie möglich ist, wie überhaupt (vgl. S. 16) ein innerer Wider- 
spruch zwischen unseren mechanischen Anschauungen und einer 
konsequenten Durchführung der Theorie mit den Grundhypothesen 
fester Teilchen und elastischer Stöfse nicht besteht; für uns er- 
scheinen nur wieder die Grundgesetze des elastischen Stofses als 
Grundhypothesen nicht einfach genug, wir suchen auch diese 
wieder durch Einschaltung des empirisch inkompressiblen Zwischen- 
mediums auf die beiden mechanischen Hypothesen I und II zu- 
zückzuführen. 

§7. 

Die energetische Theorie der Gravitation ist — soweit mir 
bekannt ist — in dem Sinne der rein mechanischen Ener- 
getik noch nicht versucht worden, doch unterliegt es keinem 
Zweifel, dass man zu einer solchen durch die Umformung der 
hydrodynamischen oder der Stofstheorie ohne Schwierigkeit ge- 
langen kann, wenn man immer für die Massen und ihre Ge- 
schwindigkeiten die mechanische Energie und ihre Geschwindig- 
keiten einführt, doch scheint mir, wie ich schon früher betont habe, 
diese Umwälzung eine ziemlich grofse Schwierigkeit für unsere 
heutige Auffassung der Naturerscheinungen mit sich zu bringen, 
wenngleich ihre formale Gleichberechtigung nicht zu leugnen ist. 

Die Theorie der Gravitation derjenigen Richtungen, welche 
ich als Ausartungen der Energetik bezeichnet habe, habe ich 
schon kurz erwähnt (S. 6), und wenn ich hier auf dieselbe noch 
einmal näher eingehe, so geschieht es lediglich, weil gerade dieses 
Beispiel für jene Theorieen bezeichnend ist und offenkundig dar- 
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legt, dass man mit einer Theorie im Sinne dieser Richtungen 
noch lange keine mechanische Theorie der betreffenden Erschei- 
nung gewonnen hat. Es wird hier analog dem Ausdruck der mecha- 
nischen Energie eines Elementes dr des Zwischenmediums 

4- jiA (u2 + v2 + w2) dir 



dem Elemente dr eine „Gravitationsenergie" 

-|- M (U2 4- V2 + W^) dr 

beigelegt, wo M eine Konstante ist, U, V, W Funktionen der Zeit 
und der Stelle (x, y, z) des Elementes dz vorstellen. Um möglichste 
Einfachheit zu erzielen, wird angenommen, dass U, V, W Ab- 
leitungen ein und derselben Funktion nach x, y, z sind, die der 
Laplaceschen Differentialgleichung genügt: 

d0 
U = 



V== 



W = 



Öx 

d0 

d0 

'dz 



d^0 d^0 d^0 _ 

man kann dann die Gravitationsenergie des Zwischenmediums in 
der Form darstellen: 



Tk = 



= -1m 



\ dw -(- \ <& dw 

j 8n J 8n J 



«1 «2 



wenn wir zunächst nur zwei Teilchen mit den Oberflächen «^ 
und (»2 in dem Zwischenmedium annehmen. Nimmt man wieder 
die Entfernung q der beiden Teilchen grofs gegen ihre Dimensionen 
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an, so ergiebt sich in erster Annäherung für Tg bis auf einen 
von Q unabhängigen Summanden der Wert: 

_ M CdO 

lg — H- 



4n 



CdO . CdO. 1 
Jdn J ön g 



«1 «2 



und es werden nun geradezu die gravitierenden Massen der 
Teilchen mj mg durch die Gleichungen definiert 



?>- 


= c« 


. mi, 


w, 






J ön 


C« 


•mg, 


«2 







wo c einen Proportionalitätsfaktor vorstellt, so dass: 

Mc^ m^ m.2 

I _. • • 

Der einzig mechanisch zu rechtfertigende Weg wäre nun der 
folgende, der sich lediglich auf das Prinzip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft stützt. Wir denken uns mi unbeweglich und mg in 
der Geraden mj — mg beweglich ; es ist dann die rein mechanische 
Energie des Systems 

und das Prinzip der Erhaltung der Energie ergäbe: 

T + Tg = const. 
d.h. 

d^y-^ Mc^ m^ mg _ 
dt ) An Q 



mg ( 3r I + -Tzr ' ^ = const.. 



woraus durch Differentiation noch t folgen würde: 

9m dg d^Q _ Mc^ mi mg dg 
"^ ^' dt dt^ ~"^ 4n g2 dt 
oder 

d^Q Mc^ m, nig 



m 



2 dt2 8n g2 



— 56 — 

wir würden also in diesem Falle das Newtonsche Gesetz — aber 
mit dem falschen Vorzeichen, Abstofsung statt Anziehung er- 
halten. Es wäre nun weiter der einzig mechanisch zu rechtfertigende 
Weg, aus dieser Untersuchung zu schliefsen, dass zur Erklärung 
der Gravitationserscheinung die molekulare Energie der Teilchen 
mi mg nicht als konstant betrachtet werden darf, sondern dass 
sich dieselbe auch mit der Entfernung q in solcher Weise ändert, 
dass bei Berücksichtigung dieser Änderung das Newtonsche Ge- 
setz mit dem richtigen Vorzeichen folgt. Dann wird man auch 
ohne weiteres die Verständigung mit den rein mechanischen 
Theorieen gewinnen. 

Dieser Weg wird nun aber leider von den Energetikern nicht 
gewählt, sondern man sagt, das M hat ja doch keine me- 
chanische Bedeutung, warum kann man M nicht auch negativ 

____ Stt 

"" C2 ^ 

wählen, wo f die Gravitationskonstante ist, dann wird die Gravi- 
tationsenergie 

= const. - ^ f f(U^ + V2 4-W2) dt 

(die Konstante wird hinzugefügt, damit man keine negative Energie 
erhält), und das Newtonsche Gesetz folgt mit dem richtigen Vor- 
zeichen. Oder, was auf dasselbe hinauskommt, man sagt, die 
Gravitationsenergie ist keine kinetische, sondern potentielle Energie, 
man setzt wieder 

Tg = + ^ f ('(ü^ + V2 + W2) dt 
und bedient sich des Hamiltonschen Prinzips: 

f fd(T + Tg)drdt = 0, 

aus dem dann die Gleichung: 

T - Tg = const. 

folgt, und hieraus wieder das Newtonsche Gesetz mit dem richti- 
gen Vorzeichen. 

Es bedarf nicht vieler Worte, um zu zeigen, das solche Theo- 
rieen nie und nimmer mechanische Theorieen genannt werden 



können. In einer mechanischen Theorie kann das M nur positiv 
sein, und das Spiel mit der potentiellen und kinetischen Energie^ 
d. h. die Willkürlichkeit, das Vorzeichen, wenn es gerade nicht 
passt, umzukehren, fällt fort, da wir dort nur kinetische Energie 
kennen. 

§ 8. 

Bevor wir die Theorie der Gravitation verlassen, möchte ich 
noch einige Bemerkungen hinzufügen; welche dazu dienen sollen, 
Missverständnisse auszuschliefsen. 

Wenn wir schwach kompressible Teilchen in einem Meere 
empirisch inkompressibler Flüssigkeit annehmen und infolge der 
Eigenschwingung des Systemes Pulsationen ausführen lassen, so 
wird man sich fragen, was geschieht bei den Kompressionen und 
Dilatationen jener Teilchen mit der Materie, die nach dem Grund- 
prinzip der Erhaltung der Materie aus den Teilchen austreten 
resp. in dieselben eintreten muss. Nach demselben kann ein zu 
irgend einer Anfangszeit überall gleichdichtes Medium überhaupt 
seine Dichtigkeit nicht ändern, und wir haben die Möglichkeit 
einer schwachen Kompressibilität am einfachsten dadurch der An- 
schauung nahe gebracht, dass wir uns einem gleichdichten Medium 
ein zweites von sehr viel geringerer Dichtigkeit beigemengt 
dachten; dieses letztere muss nun bei einer Kompression des 
schwach kompressiblen Teilchens aus demselben ausströmen, bei 
einer Dilatation in dasselbe einströmen. Man könnte nun glauben, 
dass diese von uns vernachlässigte Bewegung einen Einfluss auf 
die Gravitationserscheinung ausüben dürfte, und es wäre dies 
in der That der Fall, wenn die Dichtigkeit des beigemengten 
Mediums nicht ganz aufserordentlich klein gegen die empirische 
Dichtigkeit der schwach kompressiblen Teilchen sowohl, als auch 
der umgebenden Flüssigkeit wäre. Da wir dies aber voraus- 
setzen wollen, so ändert das Aus- und Einströmen jenes dünnen 
Mediums die Beschaffenheit der schwach kompressibeln Teilchen, 
als auch der äufseren Flüssigkeit so wenig, dass wir den Einfluss 
desselben in der Analyse vernachlässigen können. 

Im übrigen soll das Bild des schwach kompressiblen Mediums 
als der Mischung eines gleichdichten Mediums mit einem Medium 
Von aufserordentlich viel kleinerer Dichtigkeit lediglich der ersten 
Anschauung dienen; wir können uns über die Konstitution des 
Schwach kompressiblen Mediums noch andere Vorstellungen bilden. 
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dass dasselbe z. B. aus einer Mischung einer grofsen Zahl 
von Medien mit nahezu stetig sich an einanderschliefsenden 
Dichtigkeiten besteht; die Kompression besteht dann in dem 
näheren Zusammenrücken der Teilchen mit gröfserer Dichtigkeit, 
die Dilatation in dem weiteren Auseinandertreten derselben. Für 
die Analyse sind diese mehr metaphysischen Betrachtungen ohne 
Bedeutung. 



IV. Abschnitt. 

Die Theorie der Beibung in kontinuierlichen 

Massensystemen. 

§ 1- 

Wenn wir von vornherein die hier auseinanderzusetzende 
mechanische Theorie der Reibung kurz charakterisieren wollen, 
so können wir sagen, dass sich dieselbe in erster Linie an die 
Theorie der Reibung in Gasen von Maxwell anschliefst, nach 
welcher die Erscheinung der Reibung in Massensystemen, mit 
denen sich die kinetische Gastheorie beschäftigt, durch eine Ab- 
stofsungskraft je zweier Massenteilchen umgekehrt proportional 
der fünften Potenz ihrer Entfernung erklärt wird. Wir werden 
aus dieser Fern Wirkungstheorie eine rein mechanische Theorie 
machen, indem wir jenes Maxwellsche Abstofsungsgesetz, ähnlich 
wie das Gravitationsgesetz, rein mechanisch interpretieren. Für 
uns sind die schwach kompressiblen Teilchen, die sich in einem 
Meere empirisch inkompressiblen Flüssigkeit bewegen, die Bau- 
steine der ponderablen Materie, in derselben Weise, wie völlig 
starre Massenteilchen in der modernen Atomistik. Wir sagen, 
ein Volumen t wird von einem kontinuierlichen Massensystem 
erfüllt, wenn bei Teilung des Volumens % in aufserordentlich 
kleine Teile dr, in denen sich aber noch eine aufserordentlich 
grofse Zahl von schwach kompressiblen Teilchen befinden können^ 
der Quotient der in dr vorhandenen Masse dm durch dr: 

dm I 
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und die mittleren Geschwindigkeitskomponenten in ör sich von 
stetigen Funktionen der Zeit und der Stelle /i; u, v, w um aufser- 
ordentlich kleine Gröfsen unterscheiden, und wir werden [i als 
die empirische Dichtigkeit, u, v, w als die empirischen Geschwindig- 
keitskomponenten des kontinuierlichen Massensystems bezeichnen. 
In jedem Elemente öt können sich nun eine ungemein grofse 
Zahl von schwach kompressibeln Teilchen mj mit den Geschwindig- 
keitskomponenten 

üj = u + J/, 

Vj = V + %', 

Wj=W+?j' 

befinden, wo — wir nehmen die mj alle gleich an — die 
5j' Vi' £j' durch die Bedingung beschränkt sind: 

2 h' =1; ni =2 ii = 0. 

d^ dr dr 

Wir wissen nun, dass zwischen zwei schwach kompressibeln 
Teilchen eine Anziehung nach dem Gravitationsgesetz stattfindet; 
CS wird aber bei einer genügend kleinen Entfernung diese An- 
ziehung, die in erster Annäherung gilt, gegen eine Abstofsung 
zurücktreten, für welche sich das Maxwellsche Abstofsungsgesetz 
ergeben wird. Nachdem wir dieses Resultat erhalten haben 
werden, wird uns das D'Alembertsche Prinzip die Gleichungen 
der Bewegung des Systemes in der Form liefern, welche die Er- 
scheinung der Reibung in sich schliefst. Wir beschäftigen uns 
daher zunächst mit der Ableitun^^ jenes Abstofsungsgesetzes. 

§ 2. 

Den Grundgedanken bei der rein mechanischen Ableitung 

des Maxwellschen Abstofsungsgesetzes habe ich schon in einer 

früheren Arbeit kurz dargelegt,*) aber wieder in solcher Weise, 

^Is ob die Schwingung des ganzen Systems, der empirisch 

^^kompressiblen Flüssigkeit und der darin enthaltenen schwach 



*) A. Korn, Grundlagen einer mechanischen Theorie des elastischen 
^^ofses und der inneren Reibung in kontinuierlichen Medien. Sitz. Ber. d. 
^ath. phys. Classe der k. bayer. Akad. d. Wiss. 1899. 
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kompressiblen Teilchen, gewissermafsen durch eine Grenzbedingung 
(das Vorhandensein eines periodischen Druckes an einer sehr 
grofsen Kugelfläche) erzwungen wäre, während wir jetzt die 
Schwingung des Systems als eine Eigenschwingung desselben 
stets voraussetzen. 

Während dieser Übergang von erzwungenen zu Eigen- 
schwingungen die analytische Form der Theorie der Gravitation 
nicht geändert hat, ergiebt sich für die Theorie des Maxwellschen 
Abstofsungsgesetzes ein gewisser formaler Unterschied gegen die 
frühere Darstellung,*) auf den ich zunächst eingehen will, und 
ich spreche hierzu das mathematische Problem, um das es sich 
handelt, noch einmal explicite aus: 

Abgesehen von langsamen Bewegungen stellen sich die Ge- 
schwindigkeitskomponenten u, V, w im ganzen Räume als Ab- 
leitungen einer Funktion 

y = <p sin Fp 2 TT 

dar: 

d(p 



u = 



V = 



w = 



öx 
dcp 



dz 

und die Funktion genügt den Bedingungen: 

,^ d^0 d'^0 d^0 ^ 

8X2 -+- 9y2 -^ g22 

in der empirisch inkompressiblen Flüssigkeit, 

a20 g2<2) ^20 

in den schwach kompressibeln Teilchen, 

= 0**) 

*) Vgl. die Anmerkung auf S. 59. 
**) Genauer: aufserordentlich klein. 
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an einer aufserordentlich entfernten grofsen Kugelfläche, während 
mit seinen ersten Ableitungen im übrigen eindeutig und stetig ist. 
Es giebt eine unendlich grofse Zahl von Werten k und zu- 
gehörigen Funktionen <Z>, welche diese Bedingungen erfüllen, wir 
beschäftigen uns mit der Grundschwingung, d. h. dem kleinsten 
k und dem zugehörigen <2), sowie gewissen Oberschwingungen. 
In der früheren Darstellung, bei welcher wir die Schwingung 
durch eine Grenzbedingung 

an der grofsen Kugelfläche erzwungen ansahen, konnten wir über 
k ziemlich willkürlich verfügen und es unterhalb einer bestimmten 
oberen Grenze so annehmen, dass die Reihe 

c, 



Ö>n = 



Ö>1 = + 



^' '^^- d., 






<P, 






<p,= 



8 






in der die Integrale über alle Elemente dr der schwach kom- 
pressibeln Teilchen zu erstrecken sind und r die Entfernung des 
variabeln Punktes von dr bedeutet, stets konvergiert, gliedweise 
differenzierbar ist und somit die gesuchte Funktion darstellt, 
denn es ist 



in der inkompressibeln 
Flüssigkeit 

^/ Ö>i = 0, 



somit: 



2 



•) + o, 



in den schwach kompressibeln 
Teilchen 

= 0, 

=• - k^ «>o, 
k^O),, 



= -k2(<Po + <Pi + *2 + ---). 



so dass in der That O alle geforderten Bedingungen erfüllt. 



A 
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Wenn wir, wie wir dies jetzt stets thun wollen, die Schwin- 
gung des Systems als Eigenschwingung und zwar zunächst als 
die Grundschwingung auffassen, dann können wir die obige Reihe 
nicht mehr ansetzen, denn es wird gerade für das k^ der Grund- 
schwingung und alle gröfseren k^ die obige Reihe nicht mehr 
konvergieren. Obwohl wir aus diesem Grunde die Reihenent- 
wickelung für etwas modifizieren müssen, wird sich dennoch 
zeigen, dass man den Grundgedanken meiner früheren Abhand- 
lung*) auch bei Eigenschwingungen des Systems beibehalten kann. 

§ 3. 

Bevor wir eine geeignete konvergente Reihenentwickelung 
für zu gewinnen suchen, wollen wir uns zuerst über die 
Gröfse des k^ der Grundschwingung eine klare Vorstellung machen; 

es ist -r- eine Länge, welche — wir werden hierauf in den mathe- 
matischen Ausführungen des II. Teiles besonders eingehen — bei 
dem Vorhandensein eines etwa kugelförmigen, schwach kompres- 
sibeln Teilchens mit dem Radius des Teilchens vergleichbar ist, 
es ist: 

k2=^' 



R2 



wenn R den Radius des Teilchens, a^ einen endlichen Zahlen- 



faktor vorstellt ( a^ =^ — 



4 

Wenn wir nun aber nicht blofs ein Teilchen, sondern eine 
aufserordentlich grofse Zahl dieser Teilchen, ein kontinuierliches 
Massensystem in unserem Sinne haben, so wird die Zahl kR 
= n — ß^ sein und ß'^ um so kleiner angenommen werden dürfen, 
je gröfser die Anzahl der in der Volumeneinheit vorhandenen 
Teilchen und je gröfser die Dimensionen des von dem Systeme 
erfüllten Raumes sind, auch wenn wir — wie wir das stets 
thun — die Radien der Teilchen als sehr klein gegen ihre Ab- 
stände voraussetzen. In bezug auf die mathematische Ausführung, 
die sich völlig streng geben lässt, verweise ich auf den IL Teil 



*) Vgl. Seite 59. 



/ 
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dieses Buches.*) Das Sonnensystem können wir als ein 
solches Massensystem ansehen; die grofse Zahl k, welche die 
Schwingungsdauer der universellen Grundschwingung bestimmt, 
wird in erster Annäherung eine universelle Konstante sein, und 
es wird infolge der Pulsationen der einzelnen Teilchen in erster 
Annäherung die Gravitationswirkung als scheinbare Wechsel- 
wirkung zwischen je zwei Teilchen resultieren, gegen die alle anderen 
von der Grundschwingung herrührenden Wechselwirkungen 
zurücktreten. 

Neben dieser Grundschwingung, die sich wesentlich durch 
die Pulsationen der schwach kompressibeln Teilchen geltend macht, 
und die wir daher auch als die pulsatorische Grundschwingung 
bezeichnen, können nun noch beliebige Oberschwingungen des 
Systems vorhanden sein, und es wird für uns hauptsächlich noch 
eine Art von Schwingungen in betracht kommen, die wir aus 
später leicht zu ersehenden Gründen als oscillatorische Grund- 
schwingungen der Einheitsteilchen bezeichnen werden. Denken 
wir uns, um den einfachsten Fall zu betrachten, zunächst nur 
ein einziges schwach kompressibles Teilchen vom Radius R in 
einer unbegrenzten Flüssigkeit, so sind neben den pulsatorischen 
Schwingungen, denen die folgenden Werte von entsprechen: 

= c in dem Teilchen, 

r 

(Z> = H — in der Flüssigkeit 

71 S/r OTT 

2ä' 2R' 2R'" 

(c Konstante, r Gentraldistanz des variabeln Punktes) auch die 
folgenden oscillatorischen Schwingungen als Eigenschwingungen 

möglich: 

- c sin kr — kr cos kr ,. . , m -i i 

= T-r=r . ^ cos Ö m dem Teilchen, 

kR r^ 

(?) = + c — o - in der Flüssigkeit 

(-) '" 

R' R ' "R '■■■'' 



*) Man vgl. auch Seite 64. 
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wenn wir unter Ö den Winkel verstehen, den die Richtung r 
{vom Gentrum des Teilchens nach dem variabeln Punkte) mit 
-einer gegebenen Richtung (der Oscillationsrichtung des Teilchens) 
bildet. Neben diesen gewissermafsen den Kugelfunktionen nullter 
und erster Ordnung entsprechenden pulsatorischen und oscilla- 
torischen Schwingungen sind noch unendlich viele andere Schwin- 
gungen möglich, entsprechend den Kugelfunktionen höherer 
Ordnung, doch werden uns diese hier nicht interessieren. 

Wenn wir nun nicht ein Teilchen, sondern aufserordentlich 
viele in der Flüssigkeit annehmen und die Radien der Teilchen 
als klein gegen ihre Entfernungen voraussetzen, so kann man in 
erster Annäherung das O der (pulsatorischen) Grundschwingung 
in der Nähe eines Teilchens so darstellen: 

= c — in dem Teilchen, 

r 

^ sinknR f^ RXsinknR^, . , pi- - i •* 
= c ^— + 11 1 — —^ G m der Flüssigkeit, 

wo G das Newtonsche Potential 

cR 



E 



j 



Tj 



aller übrigen Teilchen vorstellt (c eine beliebige Konstante). 
ko ist die kleinste Wurzel der Gleichung: 

tngköR = ^koR, 

so dass, w«nn koR = 7r — j^^ gesetzt wird, ß^ in der That um so 
kleiner gemacht werden kann, je gröfser G gegen c ist, und das wird 
bekanntlich um so mehr der Fall sein können, je gröfser die 
Anzahl der in der Volumeneinheit vorhandenen Teilchen und je 
gröfser die Dimensionen des von dem System erfüllten Raumes 
sind, auch bei unserer Voraussetzung, dass die Radien R der 
Teilchen sehr klein gegen ihre Abstände sind. 

Ein wesentlich anderes Resultat ergiebt sich für die oscilla- 
torische Grundschwingung in diesem Falle. Man kann in erster 
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Annäherung das der oscillatorischen Grundschwingung in der 
Nähe eines Teilchens so darstellen: 

^^ c sin kr — kr cos kr .. , rp m i 

(/> = , ,s • ö cos 6 in dem Teilchen, 

kR r^ 

(Z> = c • jj in der Flüssigkeit 



=«-)■ 



also in erster Annäherung, als ob alle übrigen Teilchen, welche die 
pulsatorische GrundscHwingung wohl beeinflusst haben und selbst 
Oscillationsschwingungen in ähnlicher Weise, wie das betrachtete 
Teilchen, ausführen können, gar nicht vorhanden wären. Da? 
wird aber nur in erster Annäherung gelten, d. h. es kommen in 
Wahrheit zu der Funktion und zu k noch Glieder hinzu, die 
gegen das hingeschriebene Glied von der Ordnung: Radien der 
Teilchen durch die Abstände der Teilchen klein sind. Wenn 
diese Glieder nun auch bei den gewöhnlichen Abständen der 
Teilchen vernachlässigt werden können, so ist doch ersichtlich, 
dass dieselben auf die Wechselwirkung je zweier Teilchen einen 
wesentlichen Einfluss auszuüben im stände sein werden, wenn je 
zwei solche Teilchen oder Systeme von Teilchen zufällig infolge 
ihrer ungeordneten translatorischen Bewegungen sich mehr als 
gewöhnlich nähern. 

Der leitende Gedanke ist nun leicht zu ersehen: Es können 

alle Teilchen oscillatorische Grundschwingungen f k nahe = ^ 

bei ganz beliebiger Oscillationsrichtung ausführen, und die Wechsel- 
wirkung je zweier Teilchen infolge dieser Oscillationen wird im 
allgemeinen zu vernachlässigen sein, nur in dem Ausnahmefalle, 
dass zwei solche oscillierende Teilchen oder Systeme von Teilchen 
einander viel näher kommen, als gewöhnlich — wobei indessen 
die Abstände immer noch grofs gegen die Radien der Teilchen 
sein mögen — kann eine zu beachtende Wechselwirkung infolge 
der Oscillationen eintreten; gerade diese Wechselwirkung wird 
für uns das Mittel sein, durch welches wir die Maxwellsche 
Reibungstheorie mechanisch zu interpretieren im stände sein 
werden. 

Koru, Reibungstheorie. 5 
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§4. 

Wir wissen, dass ein einziges Einheitsteilehen eine freie 
Oscillationsschwingung ausführen kann, für welche 



^ R 



ist und 



c sin kr — kr cos kr . .. . rp ., , 

O = rr^ ö cos (rp) in dem Teilchen, 

kR r^ V / 



cos (Tv) . j r.1 .. . 1 .. 

= c — -\-^ m der Flüssigkeit, 



r^ 

wenn v die Oscillationsrichtung vorstellt; wir wollen nun ein 
System von solchen Teilchen betrachten, unter der Voraussetzung, 
dass die Abstände der Teilchen gegen R grofs sind, aber doch 
klein gegen die gewöhnlichen Abstände zweier Massenteilchen*) 
mi und m» eines Gases, indem — man vergleiche den vorigen 
Paragraphen — die Beeinflussung in dem Falle solcher gewöhn- 
licher Abstände zu vernachlässigen ist. 

Wir gelangen so zu dem folgenden interessanten und lös- 
baren Problem: 

Es ist eine Funktion O so zu berechnen, dass in den Teilchen: 

in der Flüssigkeit: 

dass mit wachsender Entfernung von den Teilchen (wie eine 
Potentialfunktion) zu null konvergiert, mit seinen ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig ist, und dass schliefslich in den Teilchen 
in der Form darstellbar ist: 

- Ci sin k n — k rj cos k r, ' . « 

^^kk ~~T^ ^ cos (rj Vj) + fj 

in der Flüssigkeit in der Nähe des Teilchens j: 

cos(rji/j) r> f. ^ *\ 



*) Solche Massenteilchen betrachten wir selbst als Systeme von Ein- 
heitsteilchen, deren Zahl sich in den beiden Massenteilchen, wie mj : m,^ 
verhält . 
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wo die Glieder fj und Fj, sowie f gegen die ersten Glieder von 
der Ordnung 

Radien der Teilehen gegen ihre Abstände 

klein sind, die rj die Entfernungen und Richtungen: 

Gentrum des Teilchens j — >-(xyz), 

die Cj und Vj Konstante resp. konstante Richtungen (die ^Oscillations- 
richtungen'* der Teilchen) vorstellen. 

Bei gegebener Lage der Teilchen kann man die möglichen 
Vj und Cj (diese bis auf einen willkürlichen konstanten Faktor), 
sowie I stets in erster Annäherung berechnen, und wenn wir uns 
die ein Gas zusammensetzenden Massenteilchen als solche Systeme 
oscillierender Einheitsteilchen vorstellen (die man sich etwa 
durch einen Mechanismus zu einem empirisch starren System ver- 
bunden denkt), so ist bereits aus dem obigen ersichtlich, dass in 
diesen Systemen keine Oscillationsrichtung v vor irgend einer 
anderen bevorzugt ist. 

Es wird nunmehr unsere Hauptaufgabe sein, die scheinbare 
Wirkung zweier solcher Systeme auf einander zu berechnen*), 
wenn dieselben zwar noch Entfernungen haben, die gegen die 
Entfernungen der Teilchen in den Systemen selbst und somit 
auch gegen die Radien R sehr grofs sind, aber doch klein gegen 
die gewöhnlichen Abstände zweier Massenteilchen mi und m» 
eines Gases. 

§ 5- 
Die scheinbaren von der äufseren Flüssigkeit auf ein Ein- 
heitsteilchen mit der Oberfläche « ausgeübten Kraftkomponenten: 



X = — I p cos (nx) do). 



(A 



= — Ipcos (ny) dw. 



(O 



= — I p cos (nz) d(ö 



*) Wir werden zeigen, dass wir zu dieser Berechnung lediglich die 
Werte von *^ an den Oberflächen der einzelnen Teilchen zu kennen brauchen 
(man vgl. den folgenden Paragraphen). 

5* 



;^r^*£.w-»r*<- 



ü' 



ri- 



r.. t 

"I.*. ■ 
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oder vielmehr ihre Mittelwerte im Verlaufe einer Schwingungs- 
dauer 



X 



t + T 
Xdt, 
t 
t + T 



tJ- 



Y = -. 



^ JY dt, 



t 

t + T 

~, Tz dt 

t 



TJ 



lassen sich einer bemerkenswerten Transformation unterwerfen; 
wir werden die Formeln beweisen: 



X= I /lik^l Ö>2 cos (nx) do), 



O) 



Y= ^ juk2rö)2cos(ny)da), 






1 f 

T- [i k'^ \ 0^ cos (nz) dw, 



O) 



wo [A die Dichtigkeit der umgebenden Flüssigkeit vorstellt, so 
dass, wie schon am Schlüsse des vorigen Paragraphen bemerkt 
wurde, lediglich die Werte von O auf den Oberflächen der 
Teilchen für die Berechnung der Wechselwirkung in betracht 
kommen. 

Haben wir mehrere Schwingungen, z. B. aufser der pulsato- 
rischen noch die oscillatorische Grundschwingung, so setzen sich 
die der pulsatorischen Schwingung entsprechende Wirkung und 
die der oscillatorischen Schwingung entsprechende Wirkung additiv 
zusammen, und bei genügend raschen Oscillationen kann die 
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letztere über die erstere (die allgemeine Gravitation) ein wesent- 
liches Übergewicht gewinnen. 

Wir werden nun nach den obigen Formeln die Kraftkompo- 
nenten berechnen, welche auf ein System von oscillierenden 
Teilchen von einem gleichzeitig in der Flüssigkeit vorhandenen 
anderen System oscillierender Teilchen ausgeübt werden, und 
folgendes wichtige Resultat erhalten: 

Ein System oscillierender Teilchen von der Zahl nj wirkt auf 
ein zweites gleichzeitig in der Flüssigkeit vorhandenes System 
oscillierender Teilchen von der Zahl n2 mit den scheinbaren 
Kraftkomponenten : 

^ cos (^x) 

X = anin3— f-' + V'x, 

,^ cos(oy) 

Y = anin2— ^^^-V^y, 

rj COS (OZ) 

Z = anin2 ---'g^^4-V^z, 

wo a eine (von ^ unabhängige) positive Konstante, q die Ent- 
fernung und Richtung 

System 1 — >- System 2 

vorstellt, während die Gröfsen xp^^ xp^ xp^ gegen die ersten Glieder 
von der Ordnung 

Entfernungen innerhalb der einzelnen Systeme 



klein sind. 

Wir erhalten so zwischen zwei Massenteilchen mi m^ eines 
Gases das Maxwellsche Abstofsungsgesetz: Es wirkt m^ auf m2 
mit der abstofsenden Kraft 

^ m, mg 



wo K eine von mj m2 q unabhängige Konstante ist. 
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§6. 

Nachdem wir auf dem angegebenen Wege das Maxwellsche 
Äbstofsungsgesetz mechanisch als eine Folge der ungeordneten 
oscillatorischen Eigenschwingungen der schwach kompressibelh 
Teilchen erklärt haben, können wir uns im übrigen der Maxwell- 
schen Theorie der Reibung in Gasen anschliefsen. ^ 

Sind in einem kontinuierlichen Massensystem: 

u+r, 

die Geschwindigkeiten eines Massenteilchens u, v, w „die em- 
pirischen Geschwlndigkeitskömponenten" stetige Funktionen der 
Zeit und der Stelle, ?' rl f die hinzukommenden ungeordneten 
Geschwindigkeiten, denen eine gewisse Verteilungsfunktion F 
zukommt, so erhalten wir wieder die Gleichungen der Bewegung: 

/öu 8u öu öu \ dXx öXy öXz 

^\8t 8x 8y 8z / 8x 8y 

• 

/8v 8v öv öv \ öYx 

^\8t öx 8y 8z / 8x 

/8w öw öw öw \ 8Zx 



/8w öw öw öw \ 
^\Öt öx öy öz / 



8y 


8z 


8Yy 


8Yz 


8y 


8z 


öZy 


8Z, 



ÖX öy öz 



wo: 



+ x 



Xx^frfmF.r^drdiy'dr, 



— 00 
+ 00 



Yy=rrrmF.v'drdi7'dr, 



— 00 
+ 00 



Z, =^ ff Cm F . r^ dr diy' d^, 



00 



I 



I 



Y. - Z, - f f f m F . ,' r dr d,' dr, 

— CD 

+ 00 

Z. _ X. - f ( fm F . r r d«' d,- df, 

— <K 
+ 00 

X,-Y,- fffmF-rVdrdVdr, 

— CO 

und es berechnen sich bei dem Maxwellschen Abstofsungs-Gesetzi 
wenn man noch die mittlere molekulare Energie 

+ 0D 

>- jjjm ■ F . ß" + n" + n «■ d,' dr - -J p 



setjl, in bekannter Weise X, Y, Z, Y, Z, Z, X, X, Y. zu ; 
„ 2 p reu 1 /Bu Bv &w\\ 

'"P 3«(.(8y aUs 8y 8zj|' 
I P^löw^X/Sü , 8^ , 8w\l 



V _7 ' P /S" . 8»'| 

l.-/,--3,-|jy+g-J. 

_ „ 1 p/Su BW\ 

X =Y --— P f?I+'2V 



hierbei ist x die Konstante: 

«- 1,3682... ]/2f, 
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und je gröfser x ist, um so mehr gehen die obigen Gleichungen 

in die gewöhnlichen Differentialgleichungen der Hydrodynamik: 

fdxx du du du \ 8p 

'^ \ at 8x ay dz J dx ' 

/öv öv 8v av \ öp 

^ \ öt dx dy dz / ay ' 



"( 



öw öw öw dw \ du 

dt dx öy 8z / 8z 

über. 

Wir haben aufserdem die Kontinuitätsgleichung 

dfi dfi dii dfi /du 8v 8w 

8t^8x ^8y 8z '^Ux ay 8z 

und die Gleichung, welche aus dem Satze von der Erhaltung der 
lebendigen Kraft folgt, die sogenannte „Wärmeleitungsgleichung": 



'^ 1 6t V/ ex V;/ " ^ 8y W 8z V/ 



w 



•^lax . 8y 8z/ 
2x i 8x \/* 8x \itJ) dy \f* 8y \f* ') 8z \/i* 8z V/* 
3x/t*l\8y özy \8z 8x>/ \8x 8y/ 

eine Gleichung, die mit wachsendem x mehr und mehr in die 
Gleichung: 

Übergeht. 

Wir werden diese Berechnungen in möglichst einfacher Weise, 
teilweise im Anschlüsse an die schöne Kirchhoffsche Darstellung*) 
der Maxwellschen Theorie der Reibung, im III. Teile geben. 



w 



*) Vorlesungen über die Theorie der Wärme, ed. Planck, Teubner 1894, 
man vgl. auch Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie, Barth 1896, 
0. E. Meyer, die kinetische Theorie der Gase, Maruschke & Behrendt 1899. 
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i. 



Die mit Reibung begabten Gase entsprechen in ihren Be- 
wegungen den hier für ein kontinuierliches Massensystem mit 
oscillatorischen Grundschwingungen der dasselbe zusammen- 
setzenden schwach kompressibeln Teilchen abgeleiteten Gleichun- 
gen, und auch die Erscheinungen der Wärme und der Wärme- 
leitung lassen sich bei diesen einfachen Verhältnissen in guter 
Übereinstimmung mit der Erfahrung mit Hilfe der obigen Glei- 
chungen interpretieren, wenn man den Begriff der absoluten 
Temperatur % durch die Formel 

P 



einfährt, also: 



% proportional mit - • m 



abs. Temp. = univ. Konst. - • m*). 



Bei Vernachlässigung der Reibung und Wärmeleitung, d. h» 
bei Vernachlässigung von -, in welchem Falle die drei Bewegungs- 
gleichungen in die gewöhnlichen Differentialgleichungen der 
Hydrodynamik 



fdu 

dv 
öt 

(dw 

übergehen, stellt 



8u öu au 

u + -— V -I- -r-w 



"{^ 



dx 

öv 
dx 

öw 



8y 



dz 



öv dv 

U+ -— V-H -r— W 



öy 



öw 



OD 



8z 

d\y 
öz^ 



j 

V 



w> = — 



8p 

8x ' 

8p 

8y ' 

8p 
8z 



p = -MT f m F . (5"' + »?'« + r") dr d^' dr 

— 00 

den sog. Druck des Mediums an der betreffenden Stelle (x, y, z) 
dar, der im besonderen von (x, y, z) unabhängig sein wird, wenn 
u = V = w = 0, d. h. wenn sich das Medium in empirischer Ruhe 
befindet, und der resp. dessen Differenzen sich erfahrungsmäfsig 



*) p = 9i . ^ . 2: /'«R = ^- „die Gaskonstante«\ 
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feststellen lassen, wie wir an dem bekannten Stempel-Beispiel 
illustrieren können: 

Wir denken uns ein Medium von der betrachteten Beschaffen- 
heit — wir wollen es von jetzt ab auch kurz als Gas bezeich- 
nen — in einem cylindrischen starren Gefafse (die Erzeugenden 
parallel der vertikalen xAxe) und das Gefäfs durch einen der 
yz Ebene parallelen, in der Richtung der x Axe beweglichen 
Stempel verschlossen, in dem ganzen Aufsenraume eine in be- 
liebiger Bewegung befindliche empirisch inkompressible Flüssigkeit, 
nur dann wird das Gas in empirischem Gleichgewicht sein können, 
wenn die Gröfse p für das Gas denselben Wert hat, wie der 
hydrodynamische Druck der äufseren Flüssigkeit an dem Stempel; 
der hydrodynamische Druck p einer empirisch inkompressibeln 
Flüssigkeit resp. seine Differenzen können durch die Wirkung der 
Flüssigkeit auf empirisch starre Körper erfahrungsmäfsig ermittelt 
werden, da die scheinbar auf einen starren Körper ausgeübten 
Kräfte mit dem Druck p durch die Gleichungen verbunden sind: 



X = — i p cos (nx) d«, 



CO 



Y = — I p cos (ny) doi, 



(O 



Z = — I p cos (nz) dw, 



CO 



wo n die in die Flüssigkeit hinein positiv gerechnete Normale 
eines Elementes äco der Oberfläche co des starren Körpers vor- 
stellt und die Integrationen über alle Elemente d« der Oberfläche 
zu erstrecken sind. 

Ich will hier nicht auf die experimentellen Methoden der 
empirischen Bestimmung des Druckes p eines Gases eingehen, 
ich halte es aber für zweckmäfsig, neben dem für den ersten- 
Unterricht sehr geeigneten und anschaulichen Bilde des Stempels 
mit aufgelegten Gewichten, die folgende Veranschaulichung deir 
mechanischen Bedeutung des Druckes eines Gases einzuschalten^ 
durch welche der Begriff der potentiellen Energie jener Gewichte^ 
welche in rein mechanischen Theorieen nur verwirrend wirken 
kann, ganz vermieden wird. 
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Wir denken*) uns das Gas als kugelförmiges Volumen und 
umgeben von einer sehr ausgedehnten empirisch inkompressibeln 
Flüssigkeit, welche sich in irgend welcher Bewegung befinde; ihr 
Druck sei an einer entfernten Kugelfläche po und an der Trennungs- 
fläche = p, es muss dann auch die Gröfse 

p = -|- r J j m F . (r « + 17'2 + n dr av' dr 

—-00 

des Gases an der Kugelfläche die Werte p besitzen; ist das Gas 
in empirischer Ruhe, so wird p geradezu durch den (konstanten) 
Wert p der äufseren Flüssigkeit an der Grenzfläche gemessen. 



§8. 

Wir können an die letzte Veranschaulichung des Gasdruckes 
mit Hilfe des hydrodynamischen Druckes einer inkompressibeln 
Flüssigkeit die Grundlagen der Thermodynamik anschliefsen. 

Zu einer Zeit t erfülle das Gas das kugelförmige Volumen v 
und besitze den Druck p, d. h. die umgebende Flüssigkeit habe 
an der Kugelfläche den Druck p, zu einer Zeit t + dt erfülle das 
Gas das Volumen v + dv und habe den Druck p + dp. 

Die Energie des Gases besteht aus seiner empirischen 
mechanischen Energie 



i = |JKu 



2 + V2 + w2) dir 



und seiner molekularen Energie 

^ 3 

die Energie der äufseren Flüssigkeit besteht gleichfalls aus ihrer 
empirischen mechanischen Energie: 



Ta = yL(u2 + v24-w2)dir 



und ihrer molekularen Energie T». 



*) Wir abstrahieren hier völlig von den Erscheinungen der Gravitation 
önd der Schwere auf der Erde. 



^^^iM 
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Die Gröfsen Ti Tj Ta Ta sollen zur Zeit t -4- dt in 

Ti + dTi, 
Ti + dTi, 

Ta -h dTa, 
Ta + dTa 

Übergegangen sein; wir können, wenn das Gas nahezu in em- 
pirischer Ruhe ist, das Prinzip der Erhaltung der Energie (d. h. 
der gesamten lebendigen Kraft) durch die Formel ausdrücken: 



Es ist nun: 



dTi == - dTa - dTa. 

3 3 

dTi = ypdv+ 2 vdp 



und infolge der Gleichungen: 



/^ 



fi.'; 



du 
dt 

dv 



8p 
8x.' 

ep 



8u 8v 8w _ 

+ — - + ^^ = 



dt 8y ' 8x '^ 8y ' dz 



dw 



8p 



'* dt 8z 

« 

der äufseren Flüssigkeit: 

dTa = 1 /i (u du 4- V dv + w dw) dr, 



a 



=-dt.j(« 



8x 



+ V 



ep 

8y 



+ w 



8p 



°I)^- 



dz 



a 



== dt Vp (u cos (nx) + V cos (ny) + w cos (nz)) d«. 



(O 



= dt • p . 
= p . dv, 



dv 
dt"' 



es folgt somit: 



5 _. 3 , 

ypdv + yvdp = ~dTa. 
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Wir sagen nun, falls bei der Zustandsänderung in der Ze: 
dt die molekulare Energie der äufseren Flüssigkeit um dT. all 
genommen hat, das Gas hat von der äufseren Flüssigkeit di 
Wärmemenge 

dQ = dr, 
aufgenommen. 

Für die Abstraktion der inkompresslblen Flüssigkeit is 
— dieses Paradoxon ist leicht zu lösen, wenn man bedenkt, das 
wir die empirisch inkompressible Flüssigkeit durch einen Grenz 
Übergang aus dem Gase erhalten können, und dass es auf di 
Art dieses Grenzüberganges ankommt — T, eine ganz willkürlich 
Funktion der Zeit,*) und wir nennen im besonderen die Flüssig 
keit adiabatiscb, wenn T, eine Eonstante, also von der Zeit 
unabhängig ist. Denken wir uns unser Gas von einer adiabatische] 
Flüssigkeit umhüllt, so folgt: 



oder wenn wir statt v die Dichtigkett n des Gases einführen 

H° = const. p', 
X" = const. p^ 

wenn % die absolute Temperatur des Gases bedeutet; dies< 
Gleichungen gestatten, den Zustand des Gases, seine Dichtigkei 
und seine absolute Temperatur, bei beliebigen Drucken p zi 
berechnen, wenn man denselben bei irgend einem Drucke kenn 
und das Gas von einer adiabatischen Hülle umgeben denkt 
sie werden als die Gleichungen „der adiabatischen Zustands 
änderungen" des Gases bezeichnet. 



Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen bezogen siel 
auf ein Gas, das nicht blols empirisch nahe in Ruhe, sonden 



*) Da der hjdrodj'nainische Druck eine wiliküilicbe additive Funktioi 
■ler Zeit euthalten kann. 
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auch infolge der Konstanz des Druckes an der Oberfläche über- 
all gleichen Druck, gleiche Dichtigkeit, Temperatur besitzt, und 
diese Betrachtungen gelten unter solchen Verhältnissen in der- 
selben Weise auch für mit Reibung begabte Gase, also für Gase, 

in denen die Konstante — im allgemeinen nicht vernachlässigt 

werden darf. 

Es folgt ja für ein in empirischer Ruhe befindliches Gas 
zunächst : 

8p_8p_8p_Q 

dx dy dz ' 

also 

p = const. (unabhängig von x, y, z), 

und aus der Wärmeleitungsgleichung: 

^di\fAj 2x\dx\fidx\(jbjj öyVöyV/i*// dz\(idzKfiJj 

Diese Gleichung zeigt, dass das Gas, falls nicht im Anfangs- 
zustande die rechte Seite null ist, sich mehr und mehr einem 
solchen Zustande nähern wird und zwar um so schneller, je 

gröfser -ist; für diesen „stationären" Zustand ist: 

'2^ Ö2 /p2v g2 



dx' V^ / "^ 8y2 [(i'^J "^ dz' W)~ 



dx 

und hiernach im ganzen Gase 

P^ 

^ = const. (unabhängig von x, y, z), 

also auch 

fA = const., X = const. 

wenn an der Oberfläche Druck und Dichtigkeit konstant sind. 

Ist das nur für den Druck der Fall, aber nicht für die 
Dichtigkeit, also auch nicht für die Temperatur, und kennen wir 



etwa die Temperatur % an der Oberfläche als eine Funktion f der 
Stelle, so ergiebt sich für die Temperatur im stationären Zustande 
die Gleichung: 

bei den Randwerten 

und bei nicht stationären Zuständen haben wir für % die 
Gleichung: 

3p d% 5 f 023:2 g2 5j;2 g2 3;2 



di'% dt 



= 5 f »! 3;2 Ö2^^ g2^. 

2x[ öx2 ■*" öy2 "^ "ciz2 j' 



immer unter Vernachlässigung der empirischen Bewegung des 
Gases. 

§ 10. 

Ich werde mich in diesem Buche begnügen, die Theorie der 
inneren Reibung, d. h. sowohl die empirische Bewegung der Gase 
als auch ihre Wärmeleitung auf rein mechanische Vorgänge zu- 
rückgeführt zu haben; ich werde nicht auf die Grenzbedingungen 
eingehen, die etwa an der Grenze zweier Gase für die Temperatur 
erfüllt sein müssen, noch werde ich auf die Theorie der Gas- 
gemenge und der Diffusion eingehen; bei allen diesen Untersuchun- 
gen, die ich in späterer Zeit getrennt darzustellen hoffe, handelt es 
sich im wesentlichen um die mechanische Begründung des Entro- 
piesatzes resp. um die mechanische Sicherstellung dieses in mancher 
Beziehung noch recht schwankenden Grundsteines der eigentlichen 
Thermodynamik; für Gasgemenge ist ja hier ein sehr glücklicher 
Anfang von Boltzmann gemacht worden, und es bedeutet sicher- 
lich keine Verkleinerung der übrigen Leistungen dieses grofsen 
Forschers, wenn man die mechanische Begründung des Entropie- 
satzes als sein gröfstes Verdienst bezeichnet; auch dieses letzte 
Fort der antimechanischen Richtungen wird — das ist schon jetzt 
mit Sicherheit zu anticipieren — von den mechanischen Theorieen 
genommen werden, in den der Physik angehörigen Erscheinungen 
dulden die mechanischen Grundgesetze keine anderen Gesetze 
neben sich. 
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V. Abschnitt. 

Elektricität, Magnetismus und Licht. 

§ 1- 

Die im vorigen Abschnitt auseinandergesetzte Theorie der 
inneren Reibung in kontinuierlichen Massensystemen ist insofern 
«ine notwendige Ergänzung meiner hydrodynamischen Theorie 
der elektrischen Erscheinungen, als in dieser die sogenannten 
Leiter der Elektricität als mit Reibung begabte kontinuierliche 
Massensysteme vorausgesetzt werden (die sogenannten Dielektrika 
als empirisch inkompressible Flüssigkeiten), und ich musste, wäh- 
rend ich die Theorie der Dielektrika infolge der festen mecha- 
nischen Begründung der Hydrodynamik völlig klarlegen konnte, 
bei den Leitern das D'Alembertsche Prinzip unter Berücksichti- 
gung der Reibung in der Form; 



H 



du . dv . dw . 
,- öx 4- , r oy + -.- dz 

dt dt '^ dt 

^ j/8w_ 8vWödz_8dy\ 
. du öw\ fdäx däz 



( 



dfr = 



dz öx; V dz dx 

öx öyyVöx öyjj 

voraussetzen, wo x eine Konstante vorstellt. 

Ich schrieb damals (Theorie der Gravit. u. d. elektr. Ersch., 
S. 232) in einer Anmerkung zu dieser Annahme: 

„Wir bemerkten bereits in der Einleitung (Theorie der Gravit. 
«. d. elektr. Ersch., S. 32—33), dass wir hier auf die Theorie der 
Reibung selbst nicht eingehen wollen; wir übernehmen die Formel 
aus dieser Theorie, welche auf der kinetischen Theorie der Wärme- 
erscheinungen in Gasen und Flüssigkeiten beruht, und die wie in 
einer späteren Arbeit getrennt behandelt werden'^, 

und das vorliegende Buch ist in dem Streben entstanden, 
die hier noch vorhandene Lücke auszufüllen und den Grund- 
gedanken meiner hydrodynamischen Theorie der elektrischen 
Erscheinungen auf eine völlig sichere mechanische Basis zu stellen: 
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Wir fassen die elektrischen Vorgänge als Schwingungen mit 
sehr kleiner Schwingungsdauer T auf, so dass sich die (empirischen) 
Geschwindigkeiten eines jeden Mediums, in welchem sich elektrische 
Vorgänge abspielen, in der Form darstellen: 



t ^ . j^ 

T 



u = Uq 4- Ui COS 7p 27r + Ujj sin jfi 27r, 



und es sollen 



V = Vq H- Vi cos 7p 27r + Vg sin tf 27r, 
w = Wo + Wj cos 7p 2n -h Wg sin 7= 27r, 



"0 Vo Wo ^ 

( nicht gegen die 

^ ^ M Geschwindigkeitseinheit, 

Ug Vg Wg J 



8Uo 


8v„ 


8 Wo 


8t 


8t 


et 


8Ui 


8v, 


8Wi 


et 


8t 


et 


eu2 


evg 


0W2 


8t 


8t 


et 



nicht gegen die Gröfse 

Geschwindigkeitseinheit 
Zeiteinheit 



- ^ , Zeiteinheit _ . ,. 

von der Ordnung ^ grofs sem. Uo Vq Wq, die sogenannten 

sichtbaren Geschwindigkeiten, sind gewöhnliche irdische Ge- 
schwindigkeiten, gegen die Uj v^ w^ Ug Vg Wg bei Vorhandensein 
elektrischer Erscheinungen im allgemeinen sehr grofs sind, aber 

, . .. . , . -1 /->. j Zeiteinheit -^. 

bei weitem nicht von der Ordnung =; . Die Uj Vj w, 

sind mit den Maxwellschen elektrischen Komponenten X, Y, Z,*) 
die Ug Vo Wg mit den magnetischen Komponenten L, M, N pro- 
portional, und zwar besteht dieser Zusammenhang mit der 
Maxwellschen Theorie im Dielektrikum vollständig, in Leitern 
ergiebt sich allerdings eine kleine Abweichung, über die aber 
wohl die bisherigen Erfahrungsthatsachen nicht entscheiden können. 



*) Ich gebrauche die Bezeichnungen von H. Hertz. 
Korn, Reibnngstheorie. 
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Die Geschwindigkeiten u, v, w im Dielektrikum 
folgen den Gleichungen der empirisch inkompressibeln 
Flüssigkeiten: 

du _ 8p 
^ dt " te' 

dv . öp öu öv, öw ^ 

^ dt öy ' dx dj ■ dz 

dw _ öp 
^ dF'~~"äz' 

die Bewegungen im Leiter geschehen wie in einem 
kontinuierlichen mit Reibung begabten Massensysteme^ 
dessen Theorie wir im IV. Abschnitt auseinandergesetzt 
haben. 

Die Möglichkeit, den Erdmagnetismus durch die Gravitation 
zu erklären,*) spricht dafür, dass die Schwingungsdauer T mit 
der Schwingungsdauer der die Gravitation erzeugenden Grund- 
schwingung des Sonnensystemes übereinstimmt. 

§2. 

Man hat lange, wohl infolge eines Missverständnisses einiger 
von Helmholtz ausgesprochener Ansichten, die Begründung einer 
mechanischen Theorie der Dielektrika auf die Hydrodynamik für 
unmöglich gehalten, indem man darauf hinwies, dass transversale 
Wellen für X, Y, Z und L, M, N, welche ja nach den Grund- 
gleichungen der Maxwellschen Theorie im Äther: 

. öL 

_^__ öM öX öY 8Z_ 

-"~ Öt ' öx'^ay^öz ~ ' 

_ — = -A— 
öx öy Öt ' 



8Z 


8Y 


8y 


8z 


ex 


8Z 


ez 


8x 


8Y 


ex 



*) A. Koni, Über die Entstehung des Erdmagnetismus nach der hydro- 
dynamischen Theorie. Sitzungsber. d. math. phys. Kl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. Bd. 28. 1898. S. 129. 
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8L_8N_ öY öL m. öN_ 

öz öx ~ 8t ' öx "^ 8y "^ öz ~ ' 

äx~äy~ öF' 

infolge der aus ihnen folgenden Gleichungen: 

öt^ ' öx öy 9z 






9t^ 

nicht blofs möglich sind und zur Begründung der Theorie des 
Hiichtes dienen können, sondern auch nach den Versuchen mit 
elektrischen Wellen (Hertzschen Schwingungen) erfahrungsmäfsig 
aufserhalb jeden Zweifels stehen, nicht möglich wären, wenn 
X, Y, Z oder L, M, N Geschwindigkeitskomponenten einer inkom- 
pressibeln Flüssigkeit wären. Dagegen ist freilich nichts zu sagen; 
aber wir brauchen ja auch nicht X, Y, Z oder L, M, N als Ge- 
schwindigkeitskomponenten geradezu anzunehmen; wir können 
diese Gröfsen als Amplituden von Schwingungsgeschwindigkeiten 
annehmen, und dann sind jene transversalen Wellen sehr wohl 
möglich. 

Wenn wir, wie oben (§ 1) 

u = Uq + Ui cos =s^ 27r + U2 sin ^ 2/1, 
V = Vo 4- Vi cos ^- 27r + Vg sin ^ 27r, 

w = Wo + Wi cos jp- 27r + W2 sin ^ 27r 

6* 
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setzen, so giebt es mit den hydrodynamischen Gleichungen ver- 
trägliche Bewegungszustände, für welche: 



8Wi 

8y 


8v, 
8z 


-A 


[ dU2*) 

[dt 


9Uo„ 
8x 




ÖUo 1 
ÖZ ^J 
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8u, 
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8x ^ 
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^^0 w ^ 
öz '^2j ' 


8v, 
8x 


öy 


^Idt 


8x ^ 




ÖWo 

8z'S' 


8W2 

öy ' 


8V2 

dz 


A ^"' - 
1 dt 


öx ^ 


öy ^ 


oz 


1 
1 


8U2 

8z 


8W2 
8x 


1 dt 


öx ^ 


öy ^ 


oz 1 


8V2 

8x 


8U2 

8y 
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|dw, 
Idt 


8x ^ 


öy '^ 


8Wo ^ 

iL Wi 


1 



öx öy öz ' 

ÖUg .ÖVg ÖWo^Q^ 

öx öy öz 

ja noch mehr, ein solcher Bewegungszustand bleibt ähnlich, wie 

der wirbellose Zustand, dauernd erhalten,**) wenn er zu einer 

Anfangszeit besteht und gewisse Bedingungen an der Grenze der 

Flüssigkeit erfüllt sind; ich habe denselben als den dielektrischen 

Zustand bezeichnet, mit Rücksicht auf seine Anwendung auf die 

Theorie der Dielektrika. 

Im besonderen gehen die Gleichungen des dielektrischen 

Zustandes, falls die sichtbaren Bewegungen, also Uo v^ Wq, mit 

ihren Ableitungen sehr klein sind, in die folgenden über: 

öw, öv, . öu.> 

' ' = — A 



öy 


öz 


öu, 


öw, 


öz 


öx 


ÖVi 


ÖUi 


öx 


öy 


_ ÖU2 


ÖUo 

1 /-» 



öt ' 

. ÖV2 ÖUi ÖVj ÖWj .^ 



= -A 



öt öx öy öz 
ÖW2 
öt 



du, öu.> ÖUo öu* 9u2 



*) -:rS - -^ -+- -^— "0 + -^-' Vo 4- ^ - w„; analog stets das Zeichen 3- . 
dt öt öx dy C7Z " dt 

**) A. Korn, Über die Erhaltung des dielektrischen Zustandes einer 

inkompressibeln Flüssigkeit. Sitz.-Ber. d. math. phys. Kl. der k. bayer. Akad» 

d. Wiss. Bd. 28. 1898 S. 135. 
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ÖZ 


ÖZ 


8x 


ÖV2 


ÖU2 



= A 



"at" 






dx dy 



dWy_ 



0U2 avg 



öx ay 



öz 



= 0, 



die bekannten Maxwellschen Gleichungen im Äther, wenn man 

Ui Vi Wj mit X Y Z 

U2 Vg W2 mit L M N • 

proportional setzt. 

Für die Theorie der Dielektrika wird zwischen der hydro- 
dynamischen und der Maxwellschen Theorie formal kein Unter- 
schied bestehen, also ebensowenig für die Theorie des Lichtes 
in durchsichtigen Medien, nur hat in der hydrodynamischen 
Theorie jede Gröfse ihre mechanische Bedeutung. 



§ 3. 

Stationäre Zustände, bei denen also u^ Vj Wj und Ug Vg Wg 
von t unabhängig sind, sind nur möglich, wenn 

awi öv 



und: 



öy dz 



ÖUi ÖWi 



öz 

ÖVi 

Öx 



ax 
au, 



Q auj^ av, awi 

' ax ay az 



- et = "■ 



awg avg ^ Q 

ay az 

aug _ 0W2 ^ 
az ax ' 



ava _ aug _ Q 



ax ay 



= 0, 



au., avg awg 

-T- — h ^ - = U, 



ax ay 



öz 
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wenn also Uj Vj w^ ein Potential %, U2 V2 Wg ein Potential g) 
besitzen : 



u, =^'-^ 






und: 



^ öz ' 






öx ' 



^ " 8y ' öx^ "^ öy2 "^ öz2 ''' 

0^2 



W« = 



8z ' 



u, Vi Wj; U2 Vg W2 sollen im ganzen Räume, auch beim Durch- 
gange durch die Grenze eines Leiters und Dielektrikums stetig*) 
und an einer sehr grofsen Kugelfläche (P) sehr klein sein, in 
solcher Weise, dass die aufserhalb (P) noch vorhandene Energie 
mit wachsendem Pzu null konvergiert; es sollen ferner in Leitern 
die elektrischen Komponenten, d. i. Ui Vi Wi wirbellos sein: 

8wi 8Vi 

öy öz 

8Ut 8wi ^ Q 
öz öx 

8x 8y ' 

während für die magnetischen Komponenten, d. i. für Ug V2 Wg, 
die Inkompressibilitätsbedingung stattfindet: 

ÖUa^ 8V2 öwg^^ 

8x 8y' öz ' 



*) Streng genommen bis auf kleine Gröfsen, die von der Ordnung 
T 



Zeiteinheit 



.- klein sind. 
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wir können dann sofort (pi und (p2 bis auf Konstante durch die 
Formeln darstellen: 

_ 1 CfdMi dYi Öw,\dT 
-0^2 1 I l ^ r ^ r 




dx 4:nfJ V öy ^ dz ^ 



V, ^ ^-^^ 



öy 




"Wenn dr ein Element der vorhandenen Leiter, r die Entfernung 

dt — y (x y z) 



darstellt, 



_ 8W3 8V2 
"^ ~ öy 8z ' 

_ 8uo ew9 

ÖV2 _ ÖUg 

"äx"~~öy" 



tÜ2 = 



ZU setzen ist und die Integrationen über alle Elemente der vor- 
handenen Leiter zu erstrecken sind. Dabei ist stillschweigend 
vorausgesetzt, dass an der Oberfläche der Leiter: 

U2 cos (nx) + 1)2 cos (ny) 4- »2 cos (nz) = 0, 

d. h. dass in den Leitern nur geschlossene Wirbelringe vorhanden 
sind, Wirbelfäden nicht in der Oberfläche der Leiter endigen 
können*). 

Wir werden q)i auch stets in der Form darstellen können: 

CO 



*) Wir sprechen hier nur von stationären Zuständen. 
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wo A eine sehr grofse*) konstante Geschwindigkeit, d« ein Element 
der Oberfläche der Leiter, H eine Funktion der Stelle dieser 
Oberfläche und ii die Dichtigkeit der umgebenden die elektrischen 
Vorgänge tragenden Mediums bedeutet, das Integral über alle 
Leiteroberflächen zu erstrecken ist; H wird dann als die Dichtig- 
keit der statischen Elektricität an der Stelle des Elementes d» 
bezeichnet. 

Den Gröfsen U2 ög XO2 werden in den Leitern die sogenannten 
elektrischen Stromkomponenten CJ, V, W proportional gesetzt: 






8» "" 



w-i/£.'m„ 



S/r 

so dass bei Einfuhrung von U, V^ W die Gleichungen für U2 V2 Wg 
folgendermafsen lauten: 



- 8y 



0^2 

Wo — 




Wir können kurz sagen: Die stationären elektrischen Ströme 
sind Wirbelringe, die Stromkomponenten proportional den Wirbel- 
komponenten der Sinusschwingung; die statische Elektricität 
besteht in einer Pulsation der Leiter und ist proportional der 
Pulsationsgeschwindigkeit der Kosinusschwingung. 

§4. 

Die Theorie des Magnetismus ergiebt sich aus den Ampereschen 
Vorstellungen: Magnetische Teilchen sind Molekularströme; ihre 

*) Von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit. 
**) Elektromagnetisches Mafssystem. 
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Wirkungen in einer inkompressibeln Flüssigkeit sind dieselben^ 
wie die Wirkungen oscillierender Teilchen, wobei die magnetische 
Axe der Osciilationsrichtung parallel zu nehmen ist. Das ganze 
elektrische und magnetische Feld, d. h. Uj Vj Wj und Ug V2 Wg sind 
bei stationären Zuständen völlig btstimmt, wenn man an jeder 
Stelle der Leiter 

8Ui . 8Vi 8w, 

öx öy öz 
lind ^ _ 

kennt, indem man den Zustand der Leiter etwa durch Ursachen 
erzwungen annimmt, über die wir zunächst (bis zu dieser Stelle 
der Theorie) noch keine Rechenschaft abgelegt haben. 

Die zwei wesentlichen Prüfsteine der Theorie sind nun 

1. die sichtbare Bewegung der Leiter infolge der elektrischen 
Vorgänge (Theorie der ponderomotorischen Erscheinungen), wenn 
wir die Voraussetzung fallen lassen, dass die Leiter infolge un- 
bekannter Ursachen in scheinbarer Ruhe oder gegebener sicht- 
barer Bewegung verharren; 

2. die schwingende Bewegung der Leiter (Theorie der 
elektromotorischen Erscheinungen), wenn wir auch die Voraus- 
setzung fallen lassen, dass der schwingende Zustand der Leiter 

-~-{ --h^ , Uoöätoo) durch unbekannte Ursachen erzwun- 

8x dy dz J 

gen ist; bei diesen Erscheinungen wird man natürlich sich nicht 
mehr mit der Theorie der stationären Zustände begnügen dürfen. 

§5. 

Was nun zunächst die ponderomotorischen Erscheinungen 
betrifft, so würden die scheinbar auf jeden Leiter infolge der 
elektrischen Vorgänge wirkende Kräfte durch die Formeln: 



X = I p cos (nx) do), 



CO 



Y = \ p cos (ny) dw, 



tt) 
Z = 



= \ p cos (nz) dcij 



U) 
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in vollkommener Weise übereinstimmend mit der Erfahrung 
durch die hydrodynamische Theorie dargestellt werden, wenn 
wir unter dw (mit der in das Innere der Flüssigkeit hinein- 
gehenden Normalen n) ein Element der Oberfläche oa des be- 
treffenden Leiters, unter 



p = -jii 



Öt 2 



'^'<mr 



den Druck der Flüssigkeit an der Stelle von d« verstehen, wir 
erhielten das Coulombsche Gesetz für die AVechselwirkung statisch 
geladener Teilchen, die Wechselwirkungen elektrischer Ströme 
und die magnetischen Wechselwirkungen genau übereinstimmend 
mit den Folgerungen des Ampereschen Gesetzes; aber mechanisch 
begründen lassen sich die für X, Y, Z gegebenen Formeln nicht, 
sondern eigentlich zunächst die Formeln: 

X = — \ p cos (nx) dw. 



Y = — i p cos (ny) d«, 
Z = — \ p cos (nz) dö). 



M 



wenn man etwa die Leiter als schwacii kompressible kontinuierlich! 
Massensysteme in dem im zweiten Abschnitt gegebenen Sinn( 
auflfasst. In diesem Falle würde die Erfahrung vollkommen^=- 
Übereinstimmung mit der Theorie geben — bis auf die Vor- — 
zeichen von X, Y, Z. 

Ich habe mich nun nie der Ansicht C. Neumanns*) anschliefsein 
können, dass trotz solcher Übereinstimmungen — bis auf di^s 
Vorzeichen von X, Y, Z, wenn man die Leiter als schwach kom — 
pressible kontinuierliche Massensysteme aufifasst — ein innerer 
Zusammenhang zwischen den Fiüssigkeitsbewegungen und deiri 
elektrischen Vorgängen im Dielektrikum nicht zu suchen sei; \cln 
habe vielmehr stets den optimistischen Ideen von G. A. Bjerknes**/ 



*) Vgl. C. Neumann, Beiträge zu einzelnen Teilen der mathematischen 
Physik (Teubnor) 1893 S. 238. 

**) U. A. lum. eleetr. 1881 S. 203. 
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zugestimmt, nach welchen eine geringe Veränderung in den Voraus- 
setzungen über die Konstitution der die etektrischen Vorgänge 
tragenden Massensysteme eine völlige mechanische Sicherstellung 
der hydrodynamischen Theorie des Dielektrikums ergeben würde. 
Ich habe in meiner Theorie der elektrischen Erscheinungen 
die Umkehrung dadurch erreicht, dass ich den Leiter als eine 
besondere Art eines unechten Kontinuums auffasse : In kleinen 
Teilen dr an Stellen (xo yo Zq)*) eines Leiters soll sich ein kon- 
tinuierliches Massensystem mit der Dichte fi und den stetigen 
Geschwindigkeitskomponenten u, v, w befinden, wir setzen: 



I' 



es können sich die empirischen Geschwindigkeitskomponenten: 

l/Liudr 
dr 

dr 



u = 



j^v 



V = 



I^ 



wdr 



dr 
w = 



7*0 dr 

Von den Geschwindigkeiten u, v, w um Gröfsen unterscheiden, 
die zwar klein gegen u, v, w, aber doch grofs gegen die Werte 

— Dimensionen von dr 

Längeneinheit ' 

- Dimensionen von dr 

Längeneinheit ' 

— Dimensionen von dr 
Längeneinheit 



* 



) d. h. Xq yo Zq soll irgend ein Punkt innerhalb dr sein. 
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sind; die Diskussion dieser Differenzen führte mich auf die Theorie 
der Molekularfunktionen 5i ?2 ?8*)> indem ich 



i 



(i^ - ^o) (x - Xo) dT = xjtto Ji dr, 
dr 



\ (/* - ^o) 



dr 



I' 



(/* - ^o) (z - Zo) ^^ = »i^oSa^«^ 
dir 

setzte, wo x einen Zahlenfaktor vorstellt, der von der Ordnung 

Dimensionen von dr 
Längeneinheit 

klein ist. Die so definierten Funktionen ?i J2 ?8 von t x y z 
(streng genommen von t Xq y^ Zq), von denen die Differenzen 
u — u, V — v, w — w abhängen, haben die merkwürdige Eigen- 
schaft, dass sie den Gleichungen genügen müssen: 

d?i _ öu du y. du ^ 

dt ~öx^^"^öy^^"^8z^«' 
d?3__öw ^öw ^8vv 

dr~ö^-^"*"ö7-'"^^^« 

und daher ebenso, wie die Wirbelkomponenten einer inkom- 
pressibeln Flüssigkeit, stets null sind, wenn sie zu irgend einer 
Anfangszeit verschwinden und überhaupt analogen Gesetzen ge- 
horchen, wie solche Wirbelkomponenten. 

Während nun u v w an der Grenze des Leiters stetig in die 
Geschwindigkeitskomponenten der äufseren Flüssigkeit übergehen 
müssen, können u, v, w kleine Sprünge erleiden, die — wie aus 
dem Obigen hervorgeht — durch die Molekularfunktionen ?i Ig ^3 
bestimmt sind. Wenn nun die Annahme, dass das den Leiter 
zusammensetzende Massensystem mit Molekularfunktionen ^^ ?2 ?3 



*) A. Korn, Über Molekularfunktionen. Sitz.-Ber. d. math. phys. Kl. 
der k. bayer. Akad. d. Wies. Bd. 27. 1897 S. 181. 
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behaftet ist, auch nur kleine Unterschiede für die empirischen 
Geschwindigkeitskomponenten hervorruft, so werden doch die 
Formeln für die ponderomotorischen Kräfte: 



X = — l p cos (nx) d«, 



(jr) 



Y = — Ipcos (ny) dw, 






Z = — \ p cos (nz) dw 



oa 



durch diese Annahme wesentlich modifiziert, und man kann auf diesem 
W'ege die Umkehrung des Vorzeichens, also die völlige Überein- 
stimmung der hydrodynamischen Theorie mit der Erfahrung, 
erreichen. 

Es ist sehr wohl möglich, dass man diese Umkehrung einmal 
auch noch in formal etwas einfacherer Weise wird erreichen 
können, mir lag bei der von mir früher in dem angedeuteten 
Sinne streng durchgeführten Darlegung*) einer solchen Umkehrung 
hauptsächlich daran, die Möglichkeit derselben bei rein mecha- 
nischen Voraussetzungen darzuthun. 

Nach Erreichung der Umkehrung des Vorzeichens in den 
Formeln für X, Y, Z haben wir eine vollkommene Theorie der 
ponderomotorischen Erscheinungen. 

§6. 

Die Theorie der elektromotorischen Erscheinungen ergiebt 
sich mit Hilfe des D'Alembertschen Prinzips aus der Vorstellung, 
dass die Leiter mit Reibung begabte kontinuierliche Massensysteme 
sind, in denen die magnetischen Komponenten U2 Vg W2 die In- 
kompressibilitätsbedingung : 

8x öy 8z 



M 



*) Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen 
8. 121-160. 
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die elektrischen Komponenten Uj Vi Wj die Bedingungen der 
Wirbellosigkeit zu erfüllen haben, d. h. die folgenden Bedingungen: 

8y öz 

eut 8W| ^ 

öz 8x 

Öx Öy 

man erhält für die Bewegung im Leiter bei geeigneten Annahmen 
an der Grenze die Gleichungen: 

*)"d /8Ui dY, ewA_ 

dt Ux öy öz r"^' 



dU2 ÖUo ÖUo 8Uo . 

dt dx ^ dy dz ^ ^' 



dva öVo 8Vo öv^ 

ir-öf "«-^"^-^^^ = ''^^- 
dt öx ^ 8y öz ^ ^' 

wo X eine der Substanz des Leiters zugehörige Reibungskonstante 
vorstellt. 

Die erste Gleichung ergiebt die Konstanz der gesamten elek- 
trischen Ladung eines isolierten Leiters; die drei letzten Gleichungen 
gestatten, von allen Induktionserscheinungen Rechenschaft zu 
geben, wobei die Konstante 

1 



1 = 



4nx 



die Bedeutung der elektrischen Leitungsfähigkeit der Substanz des 
Leiters erhält. 

Die Theorie giebt in gleicher Weise, da nunmehr die Theorie 
der Reibung rein mechanisch begründet ist, Rechenschaft von der 
Jouleschen Wärme als des Zuwachses der molekularen mechanischen 



*) Das Zeichen -t- immer in dem Sinne: 

dt 

d _^ _^d ^ a 



at ■ ax " ' öy " ' dz 
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Energie des Leiters bei Annahme elektrischer Strömungen, d. h. 
von null verschiedener Werte der Wirbelkomponenten 



8y 


C)Z 


0U2 


f)W2 


öz 


öx 


8x ■ 


ÖU2 

" öy 



»., = -'- 



§7- 
Ich kann bereits hier mitteilen, dass die von mir in ihren 
Grundlagen skizzierte Theorie auch geeignet sein wird, von den 
bisher noch durch keine Theorie klargelegten merkwürdigen Ver- 
änderungen der Leitungsfähigkeit durch sehr rasche Hertzsche 
Schwingungen — als solche sind ja wohl auch die ultravioletten 
Strahlen, die Röntgenstrahlen, die ßecquerelstrahlen aufzufassen, — 
sowie von manchen Erscheinungen in evakuierten Röhren Rechen- 
schaft abzulegen, wenn ich auch eine ausführliche Darlegung dieser 
Untersuchungen auf eine spätere Gelegenheit verschieben muss, 
ich möchte hier nur noch kurz darauf aufmerksam machen, dass 
die in neuerer Zeit ausgebildeten Elektronen-Theorieen (Lorentz, 
Riecke, Drude) eine grofse Verwandtschaft mit der hydrodynamischen 
Theorie besitzen, und dass es nicht schwierig ist, die meisten 
schönen Resultate dieser Theorie (Anwendungen in der Optik, 
Kontaktelektricität, Leitung in Metallen etc.) in die hydro- 
dynamische Theorie zu übertragen, so dass ich glaube, dass sich 
die Elektronentheorieen und die hydrodynamische Theorie in die 
Hände arbeiten werden. 



Schlussbemerkungen zum I. Teil. 

Die weiteren Aufgaben, die sich nun für die mechanischen 
Theorieen ergeben^ und deren Lösung meiner Ansicht nach 
irgend welche prinzipielleSchwierigkeiten nicht entgegenstehen, sind: 

1. der kontinuierliche Übergang von den idealen Gasen zu 
den Flüssigkeiten, wie sie uns in der Erfahrung entgegentreten. 
Hier liegen schon wichtige Anfänge in den hervorragenden Arbeiten 
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van der Waals' u. A. vor. Es ist zur mechanischen Sicherstellung 
dieser Theorieen nur notwendig, zu zeigen, dass bei weiterer 
Annäherung zweier Teilchen eines Gases das Maxwellsche Ab- 
stofsungsgesetz wieder mehr und mehr einem neuen Gesetz und 
7war einem Anziehungsgesetz den Platz räumen wird, dem so- 
genannten Anziehungsgesetz der Kapillarkräfte, das wieder 
mechanisch durch Eigenschwingungen der Teilchen interpretiert 
werden muss; 

2. der Übergang von den Flüssigkeiten, wie sie uns in der 
Erfahrung entgegentreten, zu den festen, elastischen Körpern. 
Wieder wird bei weiterer Annäherung zweier Teilchen eines 
flüssigen Mediums das Anziehungsgesetz der Kapillarkräfte anderen 
Wechselwirkungsgesetzen, den sogenannten Wechsel wirkungs- 
gesetzen der elastischen Kräfte, das Feld räumen, die ihrerseits 
wieder durch Eigenschwingungen der Teilchen mechanisch zu 
interpretieren sind; 

3. die scheinbaren qualitativen Verschiedenheiten der uns in 
der Erfahrung entgegentretenden Medien sind mechanisch zu 
erklären, indem wir uns die gleichartigen Bausteine (Moleküle) 
des Mediums als Systeme schwach kompressibler Teilchen denken, 
von deren geometrischer Struktur und Eigenschwingungen die 
spezifischen Eigenschaften des Mediums abhängen. 

Das sind nun freilich Zukunftspläne, jedoch stehen einer 
solchen Behandlung der Physik, wie schon oben erwähnt, prin- 
zipielle Schwierigkeiten nicht entgegen, wenn auch die formalen 
Ausführungen erst langsam und allmählich folgen werden. Für 
jeden, der sich einmal in diese Ideen eingelebt hat, wird die Be- 
friedigung über die auf diesem Wege erlangte Einheitlichkeit ein 
genügender Lohn für die nicht geringe aufgewandte Mühe sein. 



IL Teil. 

Allgemeine Theorie eines Systems 
schwach kompressibler Teilchen und seine 

Grundschwingung. 



I. Abschnitt. 

Über empirisch inkompressible Medien. 

§1- 

Die einfachste mathematische Behandlung der inkompressiblen 
Medien oder Flüssigkeiten ergiebt sich, wenn wir dieselben als 
echte Kontinua auffassen, d. h. Medien, für welche wir das 
D'Alembertsche Prinzip in der Form 

aufstellen können, und wir haben in demselben nur die Inkom- 
pressibilitätsbedingung zu berücksichtigen: 

^ öx öy öz 

Wir multiplizieren, um die Gleichungen der Bewegung zu erhalten, 
lediglich die Bedingungsgleichung mit einem MultipHkator: 

— p (t, X, y, z) dr 

{p eine unbekannte, mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und 
stetige Funktion der Zeit und der Stelle) und addieren sie nach 
Integration über t zu der Gleichung des D'Alembertschen 
Prinzips hinzu: 

Korn, Reibungstheorie. 7 
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3) 



m 



du 
dt 



dx 



dv 
dt 



dy 



dw 



/ddx Örfy 



dt 
ddz 



dz) 



ax öy 8z 
oder nach einer Greenschen Umformung: 



^)]dx = 0, 



4) 



IR-^-D'-i- 



dv ap 



-h 



dt ay 



1 



dw 8p 



H 



dz 



+ \ p (öx cos (nx) -+■ dy cos (ny) + dz cos (nz)) d« = 0, 



wo das Integral in der zweiten Zeile über alle Elemente d« der 
Oberfläche co von r (mit den in die Flüssigkeit hinein positiv 
gerechneten Normalen n) zu erstrecken ist. 
Es folgt nun einzeln: 



5 a) 



du 



ÖP 1 



dt 


8x 


dv 


8P 


dt 


8y 


dw 


8p 



^-.- =~ 



^^ = 



dt 



az 



in der Flüssigkeit, 



6) p = an der Oberfläche, 
und es kommt noch die Inkompressibilitätsbedingung: 

5b) f- ^r- + TT- = in der Flüssigkeit 

^ ax ay az ® 

hinzu. 

Bei dieser Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen hat 
die Funktion p „der hydrodynamische Druck" lediglich die mathe- 
matische Bedeutung eines Lagrangeschen Multiplikators, und die 
in einem Flüssigkeitsvolumen t enthaltene mechanische Energie 
ist durch seine empirische lebendige Kraft: 



^U(u2 4-v- + w2)dT 
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dargestellt, von irgend welcher molekularen Energie ist hier 
völlig abstrahiert. 

Wir sehen nun aber solche vollkommenen Flüssigkeiten, 
überhaupt alle echten .Eontinua, lediglich als mathematische Ab- 
straktionen an, zu denen man aus unechten Kontinuen durch 
Grenzübergänge gelangt, und da, falls man diese Grenzübergänge 
nicht wirklich ausführt, die mechanische Bedeutung einzelner 
Gröfsen, hier die Bedeutung des Druckes, verschleiert wird, so 
ziehen wir hier eine andere Ableitung der hydrodynamischen 
Gleichungen*) vor, indem wir zunächst eine sehr schwache 
Kompressibilität des nunmehr als unechten Kontinuums gedachten 
Mediums voraussetzen und dann zur Grenze, der Inkompressibilität, 
übergehen. 

Wir denken uns daher ein Element d^ des Mediums (das 
den Punkt x, y, z, enthalte) in eine aufserordentlich grofse Zahl 
sehr viel kleinere Elemente d» zerschnitten, die — wenn wir uns 
etwa das schwach kompressible Medium als ein gleichdichtes 
Medium unter Beimengung eines zweiten gleichdichten Mediums 
von sehr geringer Dichtigkeit denken — zum Teile Massen mj, 
zum Teile Massen enthalten, die gegen mj ganz aufserordentlich 
klein sind, so dass wir uns nur mit den ersteren zu beschäftigen 
brauchen. Die Geschwindigkeiten der Massen mj an den Stellen 
(Xj yj Zj) seien : 



7) 



WO u, V, w die Mittelwerte der Uj Vj Wj in dr bezeichnen mögen, 
so dass: 



"j 


— 


U -h 


2?' 


i 





V 4- 


m^ 


Wj 


=r; 


WH- 


&', 



8) 



2inj?j' = 0. 



*) Dieselbe wurde bereits S. 26—32 kurz skiz/.iert. 



^iO^^i'^ 



y 
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Würden sich u, v, w und, wenn wir 

9) 2 "^J = f^^^ 
dt 

setzen, auch /i von stetigen Funktionen der Zeit und der Stelle 
um aufserordentlich kleine Gröfsen unterscheiden, und würden 
h* %' fj' &®o<^" "» V, w von der Ordnung der Dimensionen von elf 
gegen die Längeneinheit klein sein, so könnten wir zur Auf- 
findung der Bewegungsgleichungen des Mediums genau, wie in § 1 
verfahren, dieselben aus dem D'Alembertschen Prinzip unter 
Berücksichtigung der Bedingung: 

döx ddy ddz ^ 

8x öy tz 

in erster Annäherung herleiten. Wir wollen aber nun nicht mehr 
?j' %' Sj' l^^öin gegen u v w voraussetzen, also vielmehr eine merkliche 
intramolekulare Bewegung annehmen und diese bei der Auf- 
stellung der Bewegungsgleichungen berücksichtigen. 

Wir haben ein Massensystem vor uns, das folgenden Be- 
dingungen genügt: 

Wir setzen die Verrückungen jedes Teilchens mj 



10) 



dxj = dx + rfSj, 
dyj = cJy + dfii, 
dzj = dz + dCj, 



so dass, wenn wir alle nij gleich (= m) annehmen: 

clr 
dr 
dr 



11) 



es haben dann die dx dy dz dfj d^j d^j aufser den Bedingungen 
11) lediglich noch der Bedingung zu genügen, dass bei der Be- 
wegung die in dr vorhandene Masse in erster Annäherung' 
konstant bleibt. 
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Wir müssen nunmehr (vgl. S. 28) den Begrifif der Funktion 
der Geschwindigkeitsverteilung zur weiteren mathematischen Aus- 
führung des Problemes heranziehen. 

Sind — zunächst abgesehen von jeder empirischen Be- 
wegung (u = v = w = 0) — S'^T und $'-+-a, ^' -1- b, T + c 
bestimmte Geschwindigkeitskomponenten, so wird es eine gewisse 
Anzahl n von Teilchen in dr geben, deren Geschwindigkeits- 
komponenten zwischen 

und 

l' 4- a, ^' + b, r + c 

Jiegen; sind nun dg', diy', d^' sehr kleine Geschwindigkeiten, so 
werden wir auch imjner goch von einer Anzahl Sn von Teilchen 
in A% aussagen können, dass ihre Geschwindigkeitskomponenten 
zwischen 

und 

r + dr, ly' + dv, r + dr 

liegen und setzen 

12) dn = F.ardVdrdr. 

Die auf diese Weise definierte Gröfse F soll sich nun von 
einer stetigen Funktion F (§', 17', D, die überdies auch noch von 
der Zeit t und der Stelle (x, y, z) abhängt, nur um Gröfsen 
unterscheiden, die von der Ordnung der d?' Ar[ d^' klein sind, 
und wir setzen überdies von dieser Funktion F, welche als 
Funktion der Geschwindigkeits Verteilung bezeichnet wird, 
voraus, dass sie Dififerentialquotienten nach ^'lyTxyzt besitzt; 
wir brauchen hierin wieder keine etwa prinzipiell neue mechanische 
Hypothese zu erblicken, wir versuchen eben nur (vgl. S. 21) die 
Zusammenfassung der Erscheinungen mit Hilfe von durchgehends 
stetigen und differenzierbaren Funktionen, weil unsere mathe- 
matischen Hilfsmittel für diese Funktionen am besten ausgebildet 
sind; wir thun genau dasselbe, wie z. B. bei der Einführung des 
Begriffes der Dichtigkeit eines kontinuierlichen Massensystemes. 
Wenn wir nun an Stelle von d?' d?/' d^ die Differentiale d?' di/' d^ 
einfuhren und durch die Formel: 

13) dn^F-d^d^d^di^ 
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<lie Anzahl der in St: vorhandenen Teilchen bezeichnen, deren 
Geschwindigkeitskomponenten zwischen 

und 

r + dr, v + dv, r + dr 

liegen, so sind wir uns bei weiterer Verwendung der Formel 
13) wohl bewusst, dass wir kleine Fehler machen, die aber um 
so geringer sein werden, je mehr Teilchen n wh' in dt voraus- 
setzen dürfen. 

Wir können genau dieselbe Definition von F beibehalten, 
wenn wir noch eine empirische Bewegung des Elementes St, 
also von null verschiedene Wej-te ^von u, v, w haben. 

Wir können nach der FiÄfühl'uftg'^^r Funktion F der 
Inkompressibilitätsbedingung, die in erster Annäherung erfüllt 
sein soll, eine bequeme analytische Form geben. Die in dr 
vorhandene Masse ist: 

-{-CO 

drHTFdrdiy'dr, 



m 

. — OD 

die Inkompressibilitätsbedingung lautet somit:' 

-l-.oo 



14) rnFdrdiy'dr = const. 



— 00 

oder, da F aufscr von der Zeit nur von 5' tj' ^ und xy z abhängt: 

+ 00 



— CO 



dF 



öx 



dx 4- 1^ dy -h 1^ öz\ dt dfi' d^ = 0. 



Nun sind rfx rfy dz von ?' fj' f unabhängig, es verschwinden 
daher die Integrale der 3 letzten Glieder der [ — ] mit Rücksicht 
auf 14), da wir die empirische Dichtigkeit überall gleich, also un- 
abhängig von x, y, z voraussetzen wollen, und es folgt: 



-1-00 _ 



— ex 
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die Gleichungen 10) und 11) können wir überdies, wenn wi?' mit 
dx rfy dz die Verrückungen eines Teilchens m in är bezeichn^H, 
dessen Geschwindigkeitskomponenten zwischen 

u + ?', v + iyV w + r 
u + ?' + d?', v + iy' + d^', w + r + dr 
liegen, folgendermafsen schreiben: 



und 



16) 



dy = dy 4- d^, 
dz = dz -4- dC, 



17) 



4- 00 

rrrF.dr-drd7'dr=o, 



t • 



— 00 
-00 



rnr.d^y'.drd^dr-o, 



— 00 

00 



— 00 



F.dr-drd^'dr=o. 



3. 



Wir haben das Problem vor uns, aus dem D*Alembertschen 
Prinzip: _____ 

unter Berücksichtigung der Bedingungen 16), 17) und 15) die 
Gleichungen der Bewegung unseres Systemes herzuleiten. 
Die Bedingungen für die Verrückungen 

dx dy dz dj drj dj 
sind nicht von solcher Beschaffenheit, dass die Anwendung des 
Hamiltonschen Prinzips: 

U 

19) r2m(udü + vdv-hwdw)dt = 



oder: 



20) 




F . (u du + V dv + w dw) dj'd^drdrdt = 
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an Stelle von 18) in Frage gestellt wäre, und die Ableitung der 
Bewegungsgleichungen aus 20) ist etwas einfacher, als aus 18). 

Wir substituieren für du, Jv, rfw ihre Werte: 



21) 



du = rfu -f- d?', 
dv = dv -f- dfi\ 
dw = dw-h dr, 



und addieren die vier Bedingungsgleichungen: 



22) 



rirF.dr-drdVdr=o, 



— OD 
4- QO 



(rCF.dV-drdiy'dr^O, 



— 00 
+ 00 



rrrF.dr.drdi7'dr=o, 

— OD 



— 00 



resp. mit den vier Multiplikatoren 



^drldrd^'dr = 0, 



— ^1 &x dt, 

— ^2 di^ dt, 

— ^3 dr dt; 
4-A drdt 

(Ai ^ A3 A eindeutige und stetige und differenzierbare Funktionen 
von t, X, y, z) multipliziert und über den Raum r des 
Mediums, sowie nach t zwischen den Grenzen t^ tg integriert, 
zu 20) hinzu: 



\ 



\ 
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24) 



SSÜl 



F (u<Ju+ V (Jv + \v<fw) 



+ 



{(v-i,)F + ^SdV 



8F 



{(w - X^) 



F + X 



du 

8F 

8C 



>J<jrldrdi?'dr 



drdt = 0. 



US dieser Gleichung folgen einzeln die Relationen: 



25) 



tl ^ 



du + vdv + wdw)d5'dij'drdTdt= 0, 



26) 



d_ 
dt 



^)f+a|^J=o. 



dt 

d I - 

Idt 



[(w- 



Die bei der Integration der Gleichungen 26) auftretenden 
Integrationskonstanten Cj C2 Cg werden = sein, wenn sie zu 
irgend einer Anfangszeit null sind, was wir zur Vereinfachung 
voraussetzen wollen.*) Wir haben dann die Gleichungen: 



27) 



8F - 
-X^ = {n-X,)F, 

öF - 
-l^, = {y-X,)F, 

-X^, = {w-X,)F, 



*) Die Behandlung des allgemeinen Falles ist wesentlich schwieriger, 
führt jedoch wieder zu dem Besultat, dass sich mit der Zeit die molekulare 
Bewegung mehr und mehr dem hier behandelten einfacheren Bewegungs- 
zustand nähert. 
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die mit der Gleichung: 



1 



-AlogF--^(r + V^ + n 



oder: 



+ (u- -i,) r 4- (v-i,) V + (w - A3) r 

+ const. 



28"^ F = a -x[i^^" + '^""^^"^ + ^''~^'^^+^''~^'»'**'^'''"^»^^] 



äquivalent ist, wenn a eine (von §' r( X! unabhängige) Integrations- 
konstante vorstellt, die natürlich noch von t, x, y, z abhängen kann. 

Die vier Gleichungen: 

4- 00 . 

29) frrm.F.drdiy'dr = ii*; 

— OD 



30) 



+ 00 

II 

— OD 



F.r-dg'di7'dr = 0, 



-4-QO 

r(Tp.^'.drdi7'dr=o, 



— OD 



H-.cx 



fffF.r-drdi7'dr=o 

— OD 



gestatten uns noch X^ X^ h^ zu berechnen und X durch a auszu- 
drücken; es folgt aus den Gleichungen 30) 

Ai = u, 

31)^ i2=v, 

^ = w, 



und aus 29), wenn man sich ?' r( ^ als drei rechtwinklige Koordi- 
naten denkt und durch Polarkoordinaten röy 
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5' = r cos 0, 

«/' = r sin 6 cos 9, d J' diy' d^ = r^ sin 6 dr dö d% 

r = r sin ö sin y, 

a.usdrückt: 

-}- OD Qp 

f C Cm . F . dr dij' dr = 47r ( m r^ • F dr. 



00 



= 4:71 a m 1 r^ e ^x ^^^ 
Ö 



j • 



-aniTT V^' -VSA» *) 



^der: 



32) a = ^. 



m V8^3pi' 



'wir erhalten somit, wenn wir — um uns den üblichen Bezeich- 
nungen anzuschliefsen — 

^ ^ 2^h m 
setzen: 




=^(i/ 



hm'\^ 

TT / . 



Wir erhalten für die Molekularbewegung unseres Mediums 
die durch die Gleichungen 33) definierte sogenannte Maxwellsche 
Geschwindigkeitsverteilung, in der lediglich noch eine Gröfse, die 
Funktion h von t, x, y, z unbekannt ist. Man führt an Stelle 
derselben als Unbekannte auch die Gröfse: 



*) Es ist allgemein (« = 1, 2 . . .): 

00 



/ 1 \ 

J 2« + ^ 




(vgl. Serret, 2. Aufl. II, 118). 
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p=r(Tm.F.r^cirdi7'dr, 



— 00 
00 



^rr(m.F.iy'2drdiy'dr, 



34) 



— GO 
OD 



\ 



4- OD 

iffim.F.r^drdiy'dr, 

4- OD 



ein, welche sich später als Druck der Flüssigkeit charakterisieren 
wird. Es folgt — am besten aus der letzten Definitionsgleichung von 
p ~ wieder unter Einführung von Polarkoordinaten röy statt tv^'- 

00 

p = ^^-47i: l r*e-^°^^dr, 



_am (Vjt')^ 
■~ "2" ( VhS)^ 

2"h m ' 



oder: 



35) h 



1 fi 

a _ 

2p m ' 
4. 



Wie uns die drei Gleichungen 26) Aufschluss über die mole- 
kulare Bewegung des Mediums gegeben haben, so wird die 
Gleichung 25) die empirische Bewegung und die Bestimmung der 
noch unbekannten Gröfse h resp. p ergeben. 

Da: 



36) 
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37) ^ V = V + 17', 



1:-: 



so ergeben sich aus 25) mit Hilfe der Regeln der Variationsrechnung 
und mit Rücksicht auf 29) und 30) die Gleichungen: 



djfAu) d(ßu^) ö(/t*uv) djfAUw) 
dt ^x~ dj dz 

8(>v) difiuw) Hf^\ djfiYw) 
öT" öx dy dz 

ö(fAw) ö(|iiuw) ö(fivw) 9(jiiw-) 

_j _ — _ _j _ j_ 



öXi öXy ^X; 

9Yx öYy 



Z 



8t 
wenn wir: 



dx 



öy 



öz 



öx ay 
9x dy~ 



dz 

eYz 

8z 
8z 



38) 



4- OD 

Xx^fffm.F.r^drdiy'dr, 



— 00 

4-00 



Yy = (Trm.F.i?'2cird7'dr, 



00 

+.00 



39) 



Z, = rrrm.F.pdrdiy'dr, 

— ob 

-f-^00 
= ('(Tm.F.iyTdrdVdr, 



Y.=Zy 



— 00 

4-00 



^v Äj 



= ('(Tm-F.rrcu'dvdr, 



— 00 



.00 



X, = Yx = f r('m . F . tn drdf?'dr 

^ — ob 



setzen, oder da wir das Medium gleichdicht: 

l», unabhängig von t, x, y, z 
voraussetzen und daher aus der Kontinuitätsgleichung 
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folgern: 



' 8x 8y 8z 



41) 



du 



'*dr=- 

dv 
dw__ 



8Yx 



ÖX 



z 



Öx 



aYy 

öy 

ÖZy 



dt 



wenn wir jetzt unter 



öy 

dw 

dT' dtV (ir 



öx 
du dv 



az 

gYz 

az 

ez, 

az 



in dem 
Räume t, 



die empirischen Diflferential- 



quotientßn : 



42) 



du 
dt 
dv 
dt 
dw 



au au 

4-^- U 



at 
av 
at 
aw 



ax 

Öv 

ax 



au au 

V4--Z— W, 



öy 



az 



av av 

U + -- V + -— W, 

ay az ' 
aw aw aw 



dt at ' ax ' ay ' az 

verstehen. 

Aufserdem haben wir an der Oberfläche von % die Grenz- 
gleichungen : 

IXx cos (nx) + Xy cos (ny) -h Xz cos (nz) = 0, 
Yx cos (nx) + Yy cos (ny) -i- Yz cos (nz) = 0, 
Zx cos (nx) + Zy cos (ny) + Zz cos (nz) = 0, 

wo n die Richtung der inneren Normalen der Oberfläche von t 
vorstellt. 

Setzen wir in 38) 39) noch den Wert von F ein, so folgt: 

Xx = Yy = Zz = P, 
I z = Zy = Zx = Xz = Xy = y X ^^^ ^ » 

und wir erhalten für die empirische Bewegung die hydro- 
dynamischen Gleichungen in der Form: 

du ap 



44) 



45) 



M 



dt 
dv 



'^dF^^ 



^ 



dw 
dt 



axV 

ap au 8v aw 

ay' äx'^'äy'^^z" 

ap 
az' 







in dem Räume t, während an der Oberfläche desselben 

p cos (nx) = 0, 
46) ^ p cos (ny) = 0, 
p cos (n z) = 0, 
somit 

47) p = 
folgt. 

Der ganze Unterschied gegen die frühere Behandlung de$ 
inkompressiblen Kontinuums besteht darin, dass wir jetzt eine 
molekulare Bewegung von der mittleren lebendigen Kraft: 



-'iiil 



OD 

m . F . (r^+ V^H- n dr di?'dr= |- P 

—'Ob 



haben, durch welche der Druck p eine bestimmte mechanische 

Bedeutung erhält, die Gleichungen der empirischen Bewegung 

sind genau dieselben w^ie früher; auch an der Grenze haben wir 

die frühere Gleichung: 

p = 0*). 

§5. 

Wir können das erhaltene Resultat folgendermafsen ausr 
sprechen : 

I. Wir können uns das empirisch inkompressible 

Kontinuum als unechtes Kontinuum vorstellen, indem 

wir uns in kleinen Volumina ^t des Mediums eine 

aufserordentlich grofseZahl von sehr kleinen Massen m 

mit den Geschwindigkeiten: 

r U = U +§', 

V == V -f- ^', 

w = w 4- r 



*) Den Fall, dass das Medium wirklich an einen absolut leeren Raunv 
grenzt, ziehen wir eigentlich überhaupt nicht ernstlich in betracht, viel- 
mehr wird uns nur der Fall des unendlich ausgedehnten empirisch inkom- 
Pressibeln Mediums interessieren bei eingelagerten schwach kompressibeln 
■"^eilchen. Die Bedingungen an der Grenze dieser werden wir später 
^^leiten. 
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denken, wo u v w, die Mittelwerte von u v w in dv, und 
die Quotienten 

dt 



/i = 



dr 



sich aufserordentlich wenig von stetigen Funktionen 
der Zeit und der Stelle unterscheiden, während der 
nach Abzug jener Massen m übrigbleibende Teil von 
dx durch ein kontinuierliches Medium von verschwin- 
dend kleiner Dichtigkeit erfüllt gedacht werden kann. 
Je mehr Teilchen m wir in der Volumeneinheit 
denken und je näher das Medium inkompressibel ist, 
um so näher wird für die molekulare Bewegung die 
Maxwellsche Ge seh wind igkeits Verteilung: 



=£(/ 



hrn'\8 
n J 



2p m 

gelten und für die empirische Bewegung die hydrody- 
namischen Gleichungen: 

du _ dp 
^'dF~"'öx' 

dv öp dn dv öw ^ 
'^ dt öy ' öx 8y dz ' 

dw__ öp 
'^ dT öz* 

Die Gröfse p „der hydrodynamische Druck** erhält 
hierbei die mechanische Bedeutung: 

+ 00 

p = i- j^Cjm . F . (5'^+ V'-^ n dr diy'dr, 

2 

er stellt -^ der molekularen mechanischen Energie dar. 
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II. Abschnitt. 

Über schivach kompressible Medien. 

§1. 

Wir gehen nun zu Medien über, für welche die Inkompres- 
sibilitätsbedingung auch empirisch nur in erster Annäherung 
erfüllt sein soll. Die aus dem D'Alembertschen Prinzip bei jener 
Bedingung für die empirische Bewegung folgenden Gleichungen: 



49) 



du _ dp 

dv _ _^ Öp 
'^ dt """öy' 

dw_ dp 
''dt dz' 



50) 



fi = const. = /U'Q, 
Öu öv 8w ^ 



öx öy dz 

werden auch dann noch in erster Annäherung gelten; es werden für 
eine zweite Annäherung in den Gleichungen 49) rechts gewisse Glieder 
hinzukommen, die wir aber erst berechnen können, wenn wir über die 
Art der Kompressibilität des Mediums bestimmte Voraussetzungen 
hinzunehmen; wir werden sehen, dass dies für unsere späteren Zwecke 
nicht erforderlich sein wird. Dagegen können wir die Gleichungen, 
deren erste Annäherungen die Relationen 50) darstellen, ohne 
weitere Hypothesen auch in zweiter Annäherung angeben, wenn wir 
von der Anschauung ausgehen, dass die empirischen Geschwindig- 
keitskomponenten u, V, w aufserordentlich klein gegen die mittleren 
absoluten molekularen Geschwindigkeiten ?' tj' C sind. 

An Stelle der zweiten Gleichung 50) tritt zunächst die all- 
gemeine Kontinuitätsgleichung: 

^^. dfi /öu öv dW 

^ dt '^Vöx öy öz 

und um die Gleichung zu erhalten, als deren erste Annäherung 
die erste Relation 50) zu betrachten ist, bedienen wir uns der 
Gleichung des Prinzips der lebendigen Kraft, die in jedem Falle, 
wie immer wir uns die Kompressibilität des Mediums denken, 
aus dem D'Alembertschen Prinzip folgen muss: 

Korn, Reibangstheorie. g 
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52) 



dt 



\ l f" ("' + V2 4- W'-^) dT + 1 p drl 




OD 

^^-m F'(u^ + v-^ + w'^) (u cos (vx) + v cos (py) 



-i- w cos (i'z)) d§' d^' d^d«, 
wenn wir nach wie vor 

-f-QO 



— OD 



u = u + $', 

w = w 4- r 

setzen, unter F die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion verstehe 
von der wir nur wissen, dass in erster Annäherung: 

F = ae-'^°»(^" + V' + C"')^ 
m \r 71 



a = 

m \r n 



mi^3 



2mp' 

und unter v die innere Normale jedes Elementes d« der Obox- 
fläche CO von dr. 

Wir können nun die rechte Seite in 52) auch so schreiben: 

\ -^ /A (u*^ + v2 + w*2) + -^ p { u cos (i'x) + V cos (vy) + w cos (vz)l 

W -1 

4- i/^i cos (px) -h ip2 cos (py) 4- 1/^3 cos (pz) dft), 
wo: 

4-00 
— do 

-1-^00 

53) I ^^2= (f QmF.V[2ur+2v^'+2vvr4-(r'+i?'24-n]drdV4^'' 

OD 

^/;3=rn^^mF.r[2ur+2vV+2vvr4-(r'4-f2 + ^'2)]drdVc3r^^ 
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oder auch nach einer Greenschen Umformunsr: 



[ 



[2 "^^ ^ 2 ^J löx dy dz 



— u 



— V 



— w 



Öx 
8z 



1 «j 

y ^t (U*-^ + V2 + W2) + — p 

f 1 3 

2 i^ (U^ 4- V2 + W2) 4- Y p 

1 3 ' 

y /ti (U2 + V^ 4- W2) + — p 



dx dy azj ' 

so dass wir die Gleichung 52), die das Prinzip der Erhaltung 
der lebendigen Kraft ausspricht, auch so schreiben können: 

U^^(u2 + v2 + w2)4-yP 



dt 



4- 



yUcu' 



4- v2 4- W^) + 



^[ 



öu 8v 8w 

4- 



öx dy dz 



] 



öx 8y 8z ' 
oder auch unter Berücksichtigung von 51): 



54) 



/* Ä [t ("' 



-\-Y^ ■+■ W2) 4- 



2 (,\ 



dipi dip2 dips 



dx dy dz ' 

In erster Annäherung ist nun, wenn wir u, v, w gegen die 
itiittleren, absoluten molekularen Geschwindigkeiten §' 17' T aufser- 
ordentlich klein annehmen*): 



*) In diesem Falle ist in erster Annäherung von den Richtungen der 
molekularen Geschwindigkeiten keine bevorzugt, somit: 



00 




m.F.i7'C'd|'d»?'dr=0, 



— 00 

4-00 




m • F . r (i'2+^'2+c' -) dr d^'dr= 0, 



— OD 

+ 00 

r* /'> 



rhjOo 4-00 +00 

\ \m.F.r2d|'d»7'dC'=( \ (m-F- »y'MI'dVdr^ ( i m • F • rd|'d»?'dr=p 

~' '^ — 00 — 00 



8=* 
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^1 = " • P, 



I//2 = V • p, 



V's = w • p, 



du 
'*ät 

dv 
'^dF 

dw 



_^ 

8y' 

8p 
'*dt~~8^' 



es folgt daher in erster Annäherung aus 54): 



1 1 

öx öy dz 



oder: 



'^ »"^(?)-f !=»• 



Wir erhalten somit als Gleichungen der empirischen Bewe- 
gung der schwach kompressibeln Medien die Gleichungen: 



56 a) 



du 



8p 



'*"dt """"äx' 
dv _ 0p 
dt~~8y' 
dw 8p 

'*dt-"e^' 



/* 



5Gb) 



"•s©-^^t=°. 



dt 






8z 



)• 



In den Gleichungen 56 a) haben wir uns für eine zweite 
Annäherung rechts noch kleine Gröfsen hinzuzudenken, die man 
erst bestimmen kann, wenn man bestimmte Voraussetzungen über 
die Art der Kompressibilität des Mediums hinzunimmt; dieselben 
werden für unsere späteren Zwecke nicht in betracht kommen. 

§2. 
Die Integration der ersten Gleichung 56b) ergiebt, da wir 
dieselbe auch so schreiben können: 

odp^öp diii_ 
"^dt fi dt""^' 

zwischen p und fi die Relation: 
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57) [i = const. p 5 • 

Da wir, wie bereits in § 1 erwähnt, stets die Auffassung 
zu gründe legen, dass die empirischen Geschwindigkeiten u, v, w 
gegen die mittleren, absoluten molekularen Geschwindigkeiten J'^T 
aufserordentlich klein sind, so wird sich p aus einem sehr grofsen 
konstanten Drucke po und einem sehr viel kleineren variabeln Drucke 
p zusammensetzen: 

5Ö) P = Po + P» 

und die Gleichung 57) wird sich, da in derselben die Konstante 
sehr klein und positiv sein muss, in der folgenden Form schreiben 
lassen: 

/* = const. Po + «" p 
oder: ^ 

59) fi =fJio + ct^Pi 

wo die Konstante «^ aufserordentlich klein sein wird, um so 
kleiner, je näher das Medium inkompressibel ist, und wo wir 

A 

rechts Gröfsen, die in bezug auf die kleine Gröfse — von zweiter 

Po 

Ordnung klein sind, vernachlässigen. Mit derselben Vernach- 
lässigung können wir jetzt die zweite Gleichung 56b) in der 
Form schreiben: 

c,dp , 2 ^, /du dv öw 

dt ^^^ ^ ^ \ dx dy dz , 

oder: ^ 

of^\ /öu dv dvj\ „dp 

60) iU'of-o— + v— + ^^ =-« :öt- 
^ " \ öx öy Sz ) dt 

Wir können das bisher für die Bewegung schwach kom- 
pressibl er Medien erlangte Resultat folgendermafsen aussprechen: 

II. Für die empirische Bewegung eines schwach 
kompressibeln Mediums gelten die Differentialgleich- 



ungen: 



du _ _ öp 
dv _ __ 8p 

^ dr~'"ö7' 

dw _ öp 
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P = Po + P^ 

i^ = i"'0 + «^P? 



du öv dw \ 



= -a' 



2 dp 
dt ' 



dabei sind fiQ po «^ dem Medium zugehörige Konstante, 
und wir haben uns in den drei ersten Gleichungen 
rechts noch Glieder hinzuzudenken, von denen wir nur 
wissen, dass dieselben um so geringeren Einfluss auf 
die empirische Bewegung haben, je kleiner a^ d. h. je 
näher das Medium inkompressibel ist. Für «^ = gehen 
die Gleichungen in die gewöhnlichen hydrodynamischen 
Gleichungen über. 

§ 3. 

Wenn man auf die Ableitung der Bewegungsgleichungen des 
empirisch inkompressibeln Mediums im vorigen Abschnitt zurück- 
geht, so wird man erkennen, dass die Inkompressibilitätsbedingung 
vor allem auf die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung geführt 
hat, dass aber die Gleichungen: 



in denen: 



61) 



62 a) 



/* 



du 


8Xx 


8Xy 


ex. 


dt 


8x 


ey 


8z 


dv 


8Y^ 


8Yy 


8Y, 


dt 


8x 


8y- 


8z 


dvv 

dr~ 


8Zx 

8x 


8Zy 

"öy 


8Z, 

""ez ' 



+ CD 



x.= 



m.F-r^drdi^dr, 



Yv = 




m-F- f^ dt äti'dC, 



Z. = 




m- F • C"^ dr d«?' dr, 



— 119 — 



62 b) 



= Zy = r((*m.F.i?Tdrd^'dr, 

— ob 

4-OD 

x, = ru'm.F.rrdrdi?'dr, 



ZiT ji.7. == 



— 00 
-OD 



4-QD 

Xy = Yx = r Hm . F . SV dr d^' dr, 

— OD 



durch die Inkompressibililätsbedingung nur insofern beeinflusst 
werden, als bei Einsetzung der aus derselben folgenden Maxwell- 
schen Funktion F 

Xx = Yy = Zz ~ P, 

Yz = Zy == Zx = Xz = Xy = Yx = 

wird. 

Für schwach kompressible Medien werden die Gleichungen 
61) daher in genau derselben Weise folgen, nur werden wir die 
soeben angegebenen Werte von Xx Yy Zz Yz Zy Zx Xz Xy Yx nur 
in erster Annäherung annehmen können; für eine zweite An- 
näherung müssten wir die Verteilungsfunktion F der molekularen 
Geschwindigkeiten in zweiter Annäherung kennen und hierzu eine 
bestimmte Annahme über die Kompressibilität des Mediums 
machen; es wird aber für die Folge genügen, zu wissen, dass 
die drei Gleichungen 



/* 



/* 



f^ 



du 



öP 



dt 


Öx ' 


dv 


8p 


dt 


8y ' 


d\v 


ep 



dt 



dz 



die erste Annäherung der Gleichungen 61) darstellen. 

Unser ganzes Interesse wird sich in dem Folgenden der 
Frage zuwenden, wie werden sich kleine Volumina, die von einem 
schwach kompressibeln Medium erfüllt werden, in einer unendlich 
ausgedehnten, empirisch inkompressibeln Flüssigkeit bewegen. 
Die empirischen Bewegungen in der Flüssigkeit und in den 
schwach kompressibeln Teilchen gehorchen den in Satz I und II 
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ausgesprochenen Gesetzen, es handelt sich lediglich noch um die 
Gleichungen an der Grenze. 

Wäre völlige Stetigkeit in der Art der Kompressibilität bei 
dem Durchgange durch die Grenzfläche vorhanden, so müssten 
wir auch die Stetigkeit aller dx, cJy, dz, u, v, w, fi, p an der Grenze 
annehmen, wir können aber immer noch in jedem Falle 
die Stetigkeit von dx, dy, dz an der Grenze als Bedingung 
vorschreiben: 

dXi = dxa, 
63) J dyi = dya, 

dZi = dZa, 

wenn wir unter dxi dyi dzi die Verrückungen des schwach kom- 
pressibeln Mediums, unter dxa dya dza die Verrückungen der 
äufseren Flüssigkeit an der Grenze verstehen. Wenn wir nun 
in dem D'Alembertschen Prinzip oder dem in diesem Falle äqui- 
valenten Hamiltonschen Prinzip: 



r> /-> ^"^ t 

j I m F . (üdü + V dv 4- w dw) d^di^'d^dr dt = 



«-2 



t] Ti + Ta 

bereits die aus demselben folgenden, in Satz I und II ausge- 
sprochenen Resultate berücksichtigen und somit nur die Glieder 
hinschreiben, die sich auf die Grenzfläche i2 beziehen, so folgt: 

Pa (dXa COS (ux) + dya COS (uy) + dza cos (nz)) 

65) ^ " — (Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz)) dxi 
— (Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz)) dyi 

-- (Zx cos (nx) 4- Zy cos (ny) + Zz cos (nz))dzi] da)dt=0. 

Dabei drücken wir durch die Indices i und a die Zugehörig- 
keit zu dem schwach kompressibeln Medium resp. zu der äufseren 
Flüssigkeit aus, bei den Gröfsen Xx . . . Yz . . . haben wir dieselben 
fortgelassen, indem wir dieselben auf das schwach kompressible 
Medium beziehen und für die äufsere Flüssigkeit für dieselben 

bereits ihre Werte: 

Pa cos (nx) . . . 0, . . . 
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einsetzen; unter n wollen wir stets die in die Flüssigkeit hinein- 
gehende Normale verstehen. 

Wegen der Bedingungen 63) folgt aus 65): 



66) 



Xx cos (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz) ■■ 

Yx cos (nx) + Yy cos (ny) + Yz cos (nz) 

Zx cos (nx) 4- Zy cos (ny) 4- Zz cos (nz) 



Pa cos (nx), 
Pa cos (ny), 
Pa cos (nz), 



um so genauer, je näher die Stetigkeitsbedingungen 63) bei dem 
Durchgange durch S2 erfüllt sein müssen. 

Setzt man in 66) für X, . . . Yz . . . ihre ersten Näherungswerte: 
Xx = Yy = Zz = pi, 

Yz = Zy = Zx = Xz = Zx = Xy = Yx = 

ein, so folgt natürlich aus 66), dass in erster Annäherung pi bei 
dem Durchgange durch die Oberfläche S2 stetig in pa übergeht. 

Wenn wir nun unter Uo Vq Wq die Mittelwerte der empirischen 
Geschwindigkeiten in einem schwach kompressibeln Teilchen 
vom Volumen T verstehen, also, wenn M die Gesamtmasse des- 
selben vorstellt, 



67) 



Muo = \ ji* u dl, 
T 



Mvo = l ,u V dr, 
T 

Mwq= I ju. w dr 
T 



setzen, so folgt: 



M "^ =L 



du 

cTT 



dv, 



T 



M^ = \,..~dr, 



dt 



dv 
dt 



r 



M 



dwo r 



dw 



dr 



'^ft 
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oder, wenn wir für -tv , ,., ,. die Werte 61) einsetzen, nach 

dt dt dt 

einer Greenschen Umformung: 



M 



M 



-, " = — \ [Xx COS (nx) + Xy cos (ny) + Xz cos (nz)] d«, 

n 

-^p = — UYx cos (nx) + Yy cos (ny) ■+- Yz cos (nz)] d«, 
S2 



M 



dw 
"dt 



^= — \ [Zx cos (nx) 4- Zy cos (ny) + Zz cos (nz)] dw 



Si 



oder schliefslich nach 66): 



68) 



M 



dup 
dt 



= -jpa 



cos (nx) d«, 



n 



M —^ = - Pa COS (ny) d«, 



f2 



dt 



\ Pa COS (nz) dw. 



S2 



Die links stehenden Gröfsen sind die empirischen Kraft- 
komponenten, welche infolge des Druckes pa der äufseren Flüssig- 
keit auf ein schwach kompressibles Teilchen von der Oberfläche 
i2 ausgeübt werden, die Gröfsen, die uns in der Erfahrung als 
die Produkte 

Masse mal empirische Beschleunigungskomponenten 

zugänglich sind. 

Wir wären zu genau denselben Gleichungen 88) gelangt, 
wenn wir anstatt von den Gleichungen 61) der empirischen 
Bewegung des schwach kompressiblen Mediums von deren ersten 
Näherungen 



l^ 



du 
dt 



cp 
dx 



ausgegangen wären, so dass wir in der That, wenn es sich für 
uns darum handelt, die empirischen Kraftkomponenten 
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M 



duo .. dvo ,, dWo 



M 



dt ' *' dt ' "' dt 

schwach kompressibler Teilchen zu berechnen, gerade so ver- 
fahren können, als ob die letztgenannten Gleichungen auch in 
zweiter Annäherung für die schwach kompressibeln Medien be- 
ständen und der Druck p stetig durch die Oberfläche i2 in den 
Druck der äufseren Flüssigkeit überginge.*) 

Zusatz 1 zu IL Die empirischen Kraftkoraponenten 
eines schwach kompressibeln Teilchens, welches sich 
in einer empirisch inkompressibeln Flüssigkeit befindet, 
sind durch die Formeln 



69) 



x = 


. M i^} 

dt 


— \ p cos (nx) dw, 


Y = 


dt 


— l p cos (ny) d«, 


Z = 


dt 


— \ p cos (nz) dw 
o 



gegeben; dabei bezeichnet dw (mit der in das Innere 
der Flüssigkeit positiv gerechneten Normalen n) irgend 
ein Element der Oberfläche i2 des Teilchens, p den an 
der Stelle desselben herrschenden Flüssigkeitsdruck, 
und die Integrale sind über alle Elemente d« der Ober- 
fläche i2 zu erstrecken. 

§4. 
Die einfachsten Verhältnisse erhält man sowohl in einer 
inkompressibeln Flüssigkeit, als auch in einem schwach kom- 
pressibeln Medium, wenn man wirbellose Zustände derselben 
annimmt, d. h. Zustände, bei denen die mit den Gleichungen der 
Bewegung stets vereinbaren Relationen: 



70) 



*) Vgl. S. 40-^43. 



8w _ öv ^ 

dy dz ~~ ' 

du aw _ 

Öz" Öx~ ' 

8 v^ _ öu _ 

~dx dy ~ 
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erfüllt sind. Für solche wirbellose Zustände, die ja stets erhalten 
bleiben, wenn sie zu irgend einer Anfangszeit bestehen, existiert 
eine mit ihren ersten Ableitungen stetige Funktion (p der Zeit t 
und der Stelle x, y, z so, dass überall: 



71) 



u = 



Öx ' 



_ Öf/) 



w = 



öz 



Von den in Satz I gegebenen Gleichungen der empirischen 
Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit lassen sich dann die 
drei ersten so schreiben: 



d 
d 

oy 

d 
Öz 



[" 
[^ 

.:[" 






)'-m'<t)'}]]=- 



dp 



8 t 



1 
2 



l?V+fö^y 



\ 8t + 7 



8x; 

&x. 



Vöy. 



+ 



+ 



8VV 1 11 = _ IP 



8z 



^VUl = _5i 
ezj Jlj 8s 



ep 

8z 



und in der einen Gleichung: 



72) p = -|it 



d<p 



let 



1 
2 



8x. 



+,?»" 



c 



8y. 



-(Sl 



zusammenfassen, wobei wir uns rechts in 72) noch eine 
beliebige von x, y, z unabhängige Gröfsc hinzugefügt denken 
können, die für unsere späteren Zwecke, die Berechnung der 
empirischen auf in der Flüssigkeit befindliche schwach kom- 
pressible Teilchen wirkenden Kraftkomponenten nach den Formeln 
69) nicht in betracht kommt.*) 



*) Da für eine geschlossene Oberfläche i2: 

\ cos (nx) du) = 0, 



Sl 



f 



cos (ny) da> = 0, 



Si 



cos (nz) dw = 0. 



£1 



[ 
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Die vierte und fünfte der hydrodynamischen Gleichungen 
lauten mit Rücksicht auf 71): 



73) 






sV^|Y + ^=o. 



dx 



2 



8y2 



dz' 



In einem schwach kompressibeln Medium lauten die beiden 
entsprechenden Gleichungen: 



74) 



/* = ^0 -+- «^Pi 



^''\dx' ^öy2 ^ dz')" dt' 



und wir können hier für p, da diese Funktion resp. ihre Ab- 



leitung nach der Zeit bereits mit 
ihre erste Annäherung 



75) p = -/io 



dcp 

dt ' 2 



+ 



dx 



«2 multipliziert vorkommt, 



)'-m<m 



setzen, abgesehen von einer von x, y, z unabhängigen Gröfse, 
auf welche es gleichfalls im Folgenden nicht ankommen wird, 
ebensowenig wie auf die Möglichkeit eines konstanten Sprunges 
von y bei dem Durchgange durch die Grenzfläche eines schwach 
kompressibeln Mediums und einer inkompressibeln Flüssigkeit. 
Wir können mit Hilfe von 75) die beiden Relationen 74) 
folgendermafsen schreiben : 




Wir erhalten somit bei Vorhandensein eines oder mehrerer 
schwach kompressibler Teilchen in einer empirisch inkompressibeln 
Flüssigkeit im Falle wirbelloser Zustände das Resultat: 

Zusatz 2 zu IL Befinden sich in einer empirisch 

inkompressibeln Flüssigkeit schwach kompressible 

^Teilchen, so existiert im Falle wirbelloser Zustände 

ine mit ihren ersten Ableitungen im ganzen Räume 



i i 
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eindeutige und stetige Funktion tp der Zeit und der 
Stelle, als deren Ableitungen naeh x, y, z sich die 
empirischen Geschwindigkeitskomponenten darstellen: 



u = 



V = 



\v = 



Öx 
dz 



Die Funktion (p genügt in dem von der inkompres- 
sibeln Flüssigkeit erfüllten Räume der Laplaceschen 
Differentialgleichung: 



J(p 



~ax2 






in dem von den schwach kompressiblen Teilchen er- 
füllten Räume der Gleichung: 



J(p = + a' 



dt 



[8jp 1 

dt 2 









+ 



dz) 



und verschwindet im Unendlichen*), wenn wir die 
Flüssigkeit als im Unendlichen*) ruhend annehmen. 
Der Druck der äufseren Flüssigkeit ist an jeder Stelle 
bis auf eine von x, y, z unabhängige Gröfse durch die 
Formel: 



P = - f*o i 



d(p 



Öt 



2 



dx ) 



8y 



H 



öz J 



dargestellt, und man kann, sobald man tp kennt, mit 
Hilfe des Zusatzes 1 zu II die empirischen Kraftkompo- 
nenten berechnen, welche auf jedes in der Flüssigkeit 
befindliche schwach kompressible Teilchen ausgeübt 
werden. 



*) Genauer: sie ist an einer sehr grofsen Kugelfläche {P) aufserordent- 
lich klein, wenn wir von allen aufserhalb derselben vorhandenen Energieep 
annehmen, dafs sie unsere Bewegungen unmerklich beeinflussen. 



I 
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III. Abschnitt. 

Über Systeme schwach kompressibler Teilchen. 

§ 1. 

Wir verstehen unter einem System schwach kompressibler 
Teilchen eine beUebige Zahl von schwach kompressibeln Teilchen, 
die sich in einer empirisch inkompressibeln Flüssigkeit befinden 
und abgesehen von gewöhnlichen, mit der Geschwindigkeitseinheit 
vergleichbaren Geschwindigkeiten, noch sehr rasche Schwingungen 
ausführen. Wir setzen dabei für alles Folgende sowohl die 
Flüssigkeit als auch die schwach kompressibeln Medien als wirbel- 
los voraus; irgend welche mit Wirbeln behaftete Zustände können 
nur, worauf ich nicht besonders eingehen werde, geringe Kom- 
plikationen der im Folgenden zu betrachtenden einfachen Be- 
wegungen involvieren. 

Wir fragen zunächst, ist überhaupt eine einheitliche Schwingung 
des Systems mit der sehr kleinen Schwingungsdauer T möglich, 
d. h. können wir: 

f u == U sin 7p 271, 
i 

i t 

77) , v = V sin ^r^ 27r, 

I w= Wsin w 27r 

setzen, bis auf Gröfsen, die gegen U, V, W ganz aufserordentlich 
klein sind? 

Wegen der Wirbellosigkeit des Systems muss eine mit ihren 
ersten Ableitungen eindeutige und stetige Funktion der Zeit und 
der Stelle 



t 



existieren, so dass: 



also: 





»^^ am 


T 


u = 


_d(p 
'~ iöx' 




v = 






w= 


dtp 

"dz' 
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79) V = 



W = 



d0 



bis auf Gröfsen, die gegen —- , —-. -— aufserordentllch klein sind. 

^ ^ du dy dz 

Da (p in der Flüssigkeit der Laplaceschen Gleichung genügen 
muss, so folgt in der Flüssigkeit: 

8x^ öy2 öz^ 

In jedem schwach kompressibeln Teilchen muss nach Zusatz 
2 zu II die Gleichung bestehen: 



^<^=+««^- 



I8t 



Ke/^d) 



2 



]■-©• 



Wir setzen auch hier den Wert 78) von ip ein, dann folgt: 

81) ^0 = -^«2.^, 

wenn wir rechts Gröfsen vernachlässigen, die gegen das erste 
Glied von derselben Ordnung klein sind, wie T gegen die Zeit- 
einheit oder auch: 

82) z/<Z> + k2ö> = 0, 
wenn wir noch: 

47^2 

83) k2 = ^a2 

setzen. 

Wir sind jetzt in der Lage die Frage nach den Eigen- 
schwingungen eines Systems schwach kompressibler Teilchen zu 
beantworten : 

Illa) Die Eigenschwingungen eines Systemes schwach 

kompressibler Teilchen sind durch die Gleichungen. 

charakterisiert: 

8<Z> . t g 



U = 



V = 



öx ^^" T 
d0 . t 



öy 



sm 



8CP . 

w = — - sm 
öz 



T 

t 



2n, 
2n; 



i 
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dabei bedeutet „das Potential der Eigenschwingung" 
eine mit ihren ersten Ableitungen im ganzen Räume ein- 
deutige und stetige Funktion der Zeit und der Stelle, 
die im Unendlichen verschwindet und den Differential- 
gleichungen genügt: 

J0^O in der Flüssigkeit, 
^<Z> + k2Ö> = in den schwach kompressibeln Teilchen, 

und zwischen der Konstanten k, der Schwingungsdauer 
T und der früheren Kompressibilitätskonstanten a^ 
besteht die Relation: 

Es giebt stets eine unendliche Reihe positiver Zahlen 

Ka K.J Alo • • • Kj • • • , 

die mit wachsendem j unendlich wachsen, und denselben 
entsprechende Funktionen 

0^0,0^,. .0^..., 

welche den Gleichungen des Problemes genügen, also 
eine unendliche Zahl von Eigenschwingungen mit den 
Seh wingungs dauern: 

Kq 



Tj=2;r^, 



die mit j unendlich abnehmen; die Eigenschwingungen 
des Systems können sich in beliebiger Weise aus Einzel- 
schwingungen mit den Schwingungsdauern T^ Tg . . . Tj. . . 
Zusammensetzen. 

Aufser diesen Eigenschwingungen kann das System 
^och verhältnismäfsig langsame (mit der Geschwindig- 
keitseinheit vergleichbare) Geschwindigkeiten besitzen. 

Korn, Beibangstheorie. 9 
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Die Existenzbeweise der Lösungen: 

Ko Kj ... Kj . . . , 
0Q01... 0j... 

des Problemes können wir hier freilich nicht ausführlich geben, 
und wir wollen in bezug hierauf auf die bekannten wichtigen 
Arbeiten von Schwarz, Picard, Poincare verweisen. Aus den 
Untersuchungen von Schwarz*) folgt zunächst die Existenz der 
Lösung ko 00, der Eigenschwingung mit der gröfsten Schwingungs- 
dauer To oder „des Grundtones'* unseres Systems, aus der Unter- 
suchung Picards**) die Existenz der Lösung k| Ö>, „des ersten 
Obertones", endlich aus den Untersuchungen Poincares***) die 
Existenz der übrigen Lösungen kj 0j „der höheren Obertöne". 

Die genannten Forscher besctiäftigen sich zwar stets nur 
mit dem Problem: 

„Die Konstante k und die Funktion O so zu finden, dass 
in einem gegebenen von einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Oberfläche JÖ begrenzten Volumen mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig ist, der Gleichung 

J0 + k^0 = 

genügt und an der Oberfläche SJt verschwindet", die Unter- 
suchungen gelten aber Schritt für Schritt auch für unser Problem 
beliebiger Systeme schwach kompressibler Teilchen. 

§ 2. 

Nachdem durch den Satz III die raschen, dem System mög- 
lichen Eigenschwingungen charakterisiert sind, wenden wir uns 
jetzt den verhältnismäfsig langsamen (mit der Geschwindigkeits- 
einheit vergleichbaren und der Messung zugänglichen) Bewegungen 
der schwach kompressibeln Teilchen zu, welche aufser jenen 
Eigenschwingungen noch vorhanden sein können. 

Wir haben (Zusatz 1 zu II) für die empirischen Geschwindig- 
keitskomponenlen Uq Vq Wq eines schwach kompressibeln Teilchens 
von der Masse M und der Oberfläche S2 die Gleichungen erhalten: 



*) H. A. Schwarz, Ges. math. Abb. Berlin 1890, S. 241 ff. 
==•===) E. Picard, Comptes rendiis 1894, Bd. 117, S. 502. 
*-'^) H. Poincare, Rondiconti del Circolo Matematico di Palermo t. VIII 
1894, S. 57. 
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wo: 



85) p = 





M±^.= 


H) ; 


«'^ = 




dt "" 


— fi 


\d<P 1 

let+Y 



= — l p cos (nx) dö). 



X> 



= — Ip cos (ny) dft), 
-\p cos (nz) da;, 



S2 



'rWx) -^[vy) -^(dz) 



(cp^Os'mY^^^) 



* 



) 



den Druck der Flüssigkeit an einem Elemente d« (mit der in 
das Innere der Flüssigkeit positiv gerechneten Normalen n) der 
Oberfläche S2 des Teilchens vorstellt. 

Da wir die Dichtigkeit fi der Flüssigkeit als sehr klein vor- 
aussetzen, werden die Gröfsen 

M-^^ M^'^« M^'^ 
dt ' dt ' dt 

merkliche Werte nur Infolge der sehr raschen Eigenschwingungen 
des Systems annehmen können, und jedes Teilchen wird im 
Falle eines von Eigenschwingungen freien Systemes das Träg- 
heitsgesetz: 



86) 



dt 
M ^"" = 0. 



befolgen, d. h. jedes Teilchen wird sich geradlinig mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegen. 

Infolge der Eigenschwingungen des Systems werden sich aber 
die Teilchen nach den Gleichungen 84), 85) bewegen, und wir 
bezeichnen die durch die Gleichungen 84) gegebenen Werte von 



) Abgesehen von Gröfsen, die gegen «/' sehr klein sind. 

9* 
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M~"« M^""« M-^""'^ 
dt ' dt ' dt 

als die Infolge der Schwingungen des Systems auf jedes Teilchen 
wirkenden empirischen Kraftkomponenten. 

Wir wollen jetzt den Gleichungen 84), 85) eine etwas bequemere 
Form geben. Wir können die Formel 85) für p auch so schreiben: 



87) p=-^ - 



d(p 



dt 



-m-iw'<t)'] 



1 
/ 



somit die erste Gleichung 8i): 



88) 



X^M 



duo 
dt 



=.f 



d(p 
dt" 



cos (nx) do) 



i;> 



2 



n 




&x 



■8_9rA2 



<i 



cos (nx) dw, 



= ^UUcos(nx)dft) 

n 

" ^ ) *" dt (^^ cos (nx)) 



n 



2 



n 




dxj [dj] \dz 



J] do). 



Uo Vo 



Wo werden sich aus Schwingungsgeschwindigkeiten 

zusammensetzen, welche der Messung nicht zugänglich sind, und 

den eigentlichen sichtbaren Geschwindigkeiten, und die Gröfsen, 

welche wir in der Erfahrung als Kraftkomponenten messen, sind 

die Gröfsen: 

t + T 

X = r^, \ X dt, 

t 

t + T 

89)1 Y = .J,rYdt, 

t 
t + T 

t 



Z dt. 



X 
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Setzen wir in der ersten dieser Gleichungen den Wert 88) 
von X ein und bedenken, dass bis auf zu vernachlässigende Gröfsen: 



so folgt: 

t + T 
1 

T 



<p = s'm ^ 27r, 



X = =i \ \ — f^\ ® ^^" T ^^ dt ^^^ ^^^ ^"^^) 

' -&((lf)'*(l7)'*(0)''"'T«''^"-H^'- 

o 



Es gelten nun die Formeln*): 



90) 



^^ (d(ö cos (nx)) = 



dn dv dw 

h ^^ 4- -- 

dz 



j cos (nx) 



dt 



(dft) 



cos 



{du , X 8v / X . öw , ,Y 

— 1 — - cos (nx) + —- cos (ny) + — - cos (nz) 
Vöx ^ ^ dx ^ ^^ dx ^ y 

/8U / V öv / X övv , ,V 

— — - cos (nx) 4- — - cos (ny) 4- — - cos (nz) 

Vöy ^ ^ öy ^ ^ öy v 



dcö, 



TT (dft> cos (nz)) = 



dt 



öy 

öu öv 9w 



dw, 



8x 



+ ^:r-H- 



öy öz 

8v 



cos (nz) 



— — - cos (nx) + — - cos (ny) + -- cos (nz) 
Vöz ^ ^ 8z ^ ^^ dz ^ V 



do), 



d\x 



wobei wir die Ableitungen ^. . . stets in der Flüssigkeit oder stets 

in dem schwach kompressibeln Teilchen nehmen, am einfachsten 
in der Flüssigkeit, dann können wir, da: 

t + T 



91) ^rsin2i-27rdt=-^ 



t 
ist, die Formel für X auch so schreiben: 



*) Man vgl. Theorie der Gravitation und der elektrischen Erschei- 
nungen etc. 2. Aufl. S. 145. 
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X = 



analog: 

92) 






cos (nx) 



^— — cos (ny) 4- — ^ cos (nz) 



bxöz 



-i(©'-(iy;Hit)>-<-)]-. 



„ cos (nx) + -- V, cos (ny) + -— - cos (nz) 
öy öy^ 8yöz 



Z = 



2 J ['^ lex 85 

1 (idOs^ /d0\^ /Ö<^f \ / ^l J 

U, r\ [ g2(2> g2(J> g2(2) 

^ \ ® l ö,T^ ^os (nx) 4- --- cos (ny) + - --^- cos (nz) 



Si 



8x8z 
2 vUx 



öyöz 



d7:' 



+ 



(l^)'"^©') '°' ^"'^] ^"' 



wobei die zweiten Ableitungen von Ö> in der flüssigkeit zu 
nehmen sind. 

Nach dem Satze von Stokes*) ist für jede geschlossene 
Fläche n: 



n 



I Uy ~ ~dJ) ''^^ ^"^^ + ( -^. - ^T I cos (ny) 



^— cos (nz) 



\ dz dx ) 

d« = 0, 



wenn U V W drei beliebige mit ihren ersten Ableitungen ein- 
deutige und stetige Funktionen der Stelle (xyz) auf /2 vorstellen. 
Setzen wir in dieser Formel: 



ü 
V 



= 0, 

= -0 



d0 

dz 



W = 



d0 



dann folgt: 



*) Vgl. u. a. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie (Berlin 1899) 
Bd. I, S. 12. 
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o 






cos (nx) d« = \ ;.-— - 

n 



dz 



cos (nz) 



<2> I — — cos (ny) 



öxöy 



do) 



öx öv 



/i 



W cos (nz) -\- -— —- 0,0?, (nx) 

JLex öz V ^ -" — ^ 



r/8^\2 /öö)V^ 



«1 



öy/ 



ez/ j 



cos (nx 



x) 1 dw. 






0^(2) Ö2(|, g2^ 

^ COS (nx) + ^;— ; COS (ny) + ^-^ cos 



öxöy 



öx 8z 



(nz)) d 



0) 



7— cos (nx) + 7^ TT- cos (ny) + -- -- cos (nz) 
ox/ ^ ^ 8x 8y ^ "^^ 8x 8z ^ ^ 

--te)+(8y)"^(8z-)J^^^(""T 
wenn in der That eine eindeutige Funktion der Stelle auf Si 
ist; das wird bei uns stets der Fall sein, da wir in diesen Unter- 
suchungen die Fläche Q stets als einfach zusammenhängend*) 
annehmen wollen. 

Die erste Formel 92), analog die beiden anderen, nehmen so- 
mit die folgende Gestalt an: 



X = - 



93) 



2 



n 



gi-M{(sr-(iFr-(wri-H^- 



dOdO 

8y 8n 



rj iiC\d0d0 1 \(d0\^ (d0Y (d0\^\ , ,1 , 

^=--?Jb-z-8iT~Tfcj-^(8y-)^U) 
S2 



^venn wir: 



Setzen. 



d0 d0 d0 d0 

94) — - = TT- cos (nx) + -r- cos (ny) + -— cos (nz) 
^ 8n 8x 8y ^ "^^ 8z ^ ^ 



*) Im Falle eines mehrfachen Zusammenhanges, z. B. falls Sl eine 
Xlingfläche ist, braucht dies nicht mehr der Fall zu sein. 



— 136 — 

Wir erhalten so das folgende Resultat: 

lllb) Die infolge der Eigenschwingung eines Systems 
schwach kompressibler Teilchen auf jedes derselben 
wirkenden scheinbaren Kraftkomponenten sind durch 
die Formeln gegeben: 



X = -|r|uUn - y (U2 + V2 + W2) cos (nx)l d«, 
S2 



95) 



Y = — - 



- f [ [Vün - ^ (ü^ + V2 + W2) COS (ny)l d«, 

h 



z — ^ 



- I f [wün - ~ (U2 + V' + W2) COS (nz)l da»; 

WM 



dabei ist: 



U = 



V == 



W= 



d0 

öx ' 

d0 



oz 



und es stellt das Potential der Eigenschwingung des 
Systems dar; d« bedeutet nach wie vor ein Element der 
Oberfläche Q des Teilchens (mit der in das Innere der 
Flüssigkeit positiv gerechneten Normalen n), ii die 
Dichtigkeit der Flüssigkeit, und die Integrale sind über 
alle Elemente dw der Oberfläche i2 des Teilchens zu 
erstrecken. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Ober- 
fläche i2 einfach zusammenhängend ist.*) 



§ 3. 

Wir können aus diesem Satze III b einige wichtige Folgerungen 
ziehen. 



*) Auf die (im übrigen ziemlich einfache) Modifikation des Satzes im 
Falle mehrfach zusammenhängender Flächen gehe ich hier nicht weiter ein, 
da wir in diesem Buche nur einfach zusammenhängende Flächen £1 an- 
nehmen wollen. 
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Setzt sich das System aus einer Zahl n schwach kompres- 
sibler Teilchen zusammen, und bezeichnen wir die scheinbaren 
Kraftkomponenten der einzelnen Teilchen mit 

XjYjZj (j = l,2...n), 

so ergiebt sich für die Summen 

n • n n 

1 1 1 

ein einfaches Resultat. 

Es ist, wenn man die Integrale über i2 in Integrale über den 
Aufsenraum a (den von der Flüssigkeit eingenommenen Raum) 
umformt : 



1 a^ 



dx'^ dY '^ dz ) 



öx dy dl 



dx dx ox 



oder: 



] 



n 

1 

n 

%) I 2^ Yj = ^' 
1 

n 

2j Zj = 0. 

1 

Dieses Resultat können wir in bekannter Weise so formulieren: 

Zusatz 1 zu Illb) Der Schwerpunkt eines Systems 
schwach kompressibler Teilchen bewegt sich gleich- 
förmig in gerader Linie. 

Für den Fall n = 2 lauten die Gleichungen 96): 



— 138 — 

f Xi = — Xo, 

97) Y, = - Y,, 

t Zi = Z2, 

wir erhalten das Resultat: 

Zusatz 2 zu Illb) Für die scheinbare Wechsel- 
wirkung zweier schwach kompressibler Teilchen gilt 
der Satz der Gleichheit von actio und reactio. 

§ 4. 
Wir können die Formeln 95) des Satzes Ulb noch in einer 
anderen für unsere späteren Zwecke sehr bequemen Form aus- 
sprechen, wenn wir die Oberflächenintegrale in Integrale über 
den Raum i der betreffenden Teilchen umformen, von der in 
denselben stattfindenden Gleichung: 

98) J0 + k^0=^O 

Gebrauch machen und schliefslich wieder in Integrale über die 
Oberfläche i2 umformen. Es folgt aus der ersten Formel 95): 



X 



= - f ]■[" ( 



d\J eV öW 
ox cy dz 



--h U -—--+- V - - -f- w - ^- - 
dx dy dz 

dx dx 

2Jdx 



w f 1 d., 

dx j 



oder nach 98): 



2 J 8x 
i 

= + — fik^ l riß cos (nx) d«. 



analos: Y und Z. 



'O 



Wir können daher den Satz Illb auch so aussprechen: 
Zusatz 3 zu Illb) Die infolge einer Eigenschwingung 
eines Systems schwach kompressibler Teilchen mit dem 
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Potential O auf jedes der Teilchen wirkenden schein- 
baren Kraftkoniponenten sind durch die Formeln ge- 
geben: 



99) 



X 



= A. ^k2 [ 02 



COS (nx) da), 



S2 



Y = ^- |uk2 \ r/)2 cos (ny) d«, 



o 



Z =-i-|iik2r02cos(nz)dw. 
i2 



Hierbei bezeichnet fi die Dichtigkeit der äufseren 
Flüssigkeit, k^ die dem Potential der Eigenschwingung 
zugehörige Konstante und n nach wie vor die in das 
Innere der Flüssigkeit positiv gerechneten Normalen 
der Oberfläche S> des betreffenden Teilchens. Im Falle 
mehrerer gleichzeitig vorhandener Einzelschwingungen 
rait verschiedenem k superponieren sich die den ein- 
zelnen Schwingungen entsprechenden Kraftkomponen- 
ten X, Y, Z. 

Die letzte Behauptung ergiebt sich unmittelbar aus dem 
Verlaufe des Beweises von III b, wenn man bedenkt, dass der 
Mittelwert des Integrrales: 



I 



sin jr.,- 271 sin ^ 2n dt 



in endlichen Zeiten, gegen die Tj T« aufserordentlich klein sind, 
von der Ordnung Tj resp. T» gegen die Zeiteinheit klein wird. 



IV. Abschnitt. 

Die Grrundschwinguiig eines Systems schwacli 

Itompressibler Teilchen. 

§ 1- 

Der einfachste Fall eines Systemes schwach kompressibler 

Teilchen ist die Voraussetzung eines einzigen kugelförmigen, 

schwach kompressibeln Teilchens in einer unendlich ausgedehnten 
Flüssigkeit. 
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Wir nehmen in diesem Falle das Kugelcentrum zum Anfangs- 
punkt des Koordinatensystems, die xAxe beliebig und fuhren 
statt X, y, z Polarkoordinaten rbcp ein, durch die Transformations- 
gleichungen: 

X = r cos 0, 

100) ] y = r sin Ö cos y, 
z =rsin 6 sin (p; 

das Potential einer Eigenschwingung hat dann die folgenden 
Differentialgleichungen zu erfüllen: 

^ r^smÖlörV ' dv j dH\ ö6 / smö öy^J 
in der Kugel, 

^ ör \ dv) aO \ dh ) smö d(p^ 

im Aufsenraume. 

Wir können uns für jede Kugelfläche (r) (Z> nach Kugel- 
funktionen entwickelt denken: 

00 

102) (^ = 2^fj(r)Yj(0,9), 

wo Yj(6, y) der Differentialgleichung genügt: 

103) -^4fsin6^W-T^|-j4-j(j + l)Yj = 0. 

Setzen wir den Wert von (Z> in der Form 102) in den 
Differentialgleichungen 101a) und 101b) ein, so folgt in der Kugel: 

^^^^^ TT [|:('^'^]-j + 1)01+^^0 = 0,3 = 0,1,2... 
im Aufsenraume: 

104b) A^r^Äj _ j (j + 1) f^ = 0, j =0, 1,2 . . . 

Die allgemeine Lösung der Gleichung 104b) ist: 

105) fj = Cji^— + Cj2rJ, j=0,l,2... 
die der Gleichung 104a) 



*) Über die Transformation des Ausdruckes J^ in Polar koordinat^^^i 
vgl. z. B. A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie. L S. 112. 
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106) fj = cji 



j + 



(kr) 



J 



(kr) 



-0+1) 

+ Cj3 ^7=^ ,j = 0,l,2... 



Vkr ' '" Vkr 

wenn man unter !„ (x) die Besselsche Funktion 

107) J,(x)==2^(-1)^— A^^ 

ü 



(;i)jr(n + ;i + i) 



versteht, unter Cji Cj2 willkürliche Konstanten. 

Wir wollen hier sogleich bemerken, dass die Besselschen 
Funktionen J. i und J /. iv der folgenden Reihendarstellungen 

fähig sind: 

.1 



108)**) 



sin (j + l-A)y = xLj = 0,1,2... 
so dass z. B. für j = 0,1,2: 

Ji (x) =1/ — sinx. 



109) 



J^(x 

2 



Jj_/sinx 

f nx \ X 



j.(x)=l/A(3ÜILi_ 

l ^ ^ ' r TTx V x^ 



cos X 
3 cos X 



X 



sin X j . 



Es folgt daraus, da jedes fj im Aufsenraume mit wachsendem 
r zu null konvergieren muss, und da jedes fj im Innenraume 
eindeutig und stetig sein muss, 

110) Cj2 = im Innen- und Ausfenraume, 
somit : 



*) II (X) = 1, 2, 3 . . . A; r die Gammafunktion ; man vgl. z. B. Graf- 
Gubler, Einleitung in die Theorie der Besselschen Funktionen, Bern 1898- 
Bd. I, S. 25 ff. 

**) Vgl. z. B. Graf-Gubler I, S. 32. 
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00 



Ö> = 2^ -ff+T Yj (^ V) (im Aufsenraume), 
ü 



111) 



00 



J, ^ . (kr) 



* = 2''" Vkr 



Yj (Q, y) (im Innenraume). 



Die Eindeutigkeit und Stetigkeit von und seinen ersten 
Ableitungen bei dem Durchgang durch die Kugelfläche, deren 
Radius wir mit R bezeichnen wollen, ergiebt (j = 0, 1, 2 . . .) 



112) 



Cii =-, 



VkR 



Ji RJ + 1 J 



J4- 



(kR) 



c 



a 



. 2kRJ'.^i(kR)-J. .(kR) 






2 VkR 



Rj + i 



cl. 



Da durch die erste Gleichung 112) der Quotient -^ bestimmt 

ist, ist die zweite Gleichung 112) eine Gleichung mit der alleinigen 
Unbekannten k, es wird daher k im allgemeinen immer nur einer 
der zweiten Gleichungen 112) genügen können, d. h. die mög- 
lichen Lösungen 

Kq Kj K2 > • . 

des Problemes w^erden Lösungen der transcendenten Gleichungen: 
113) (2j + 1) J .1 (kR) + 2kR J'. , 1 (kR) = 0, (j = 0, 1, 2 ...), 



J + y 



j + -« 



und die entsprechenden Lösungen: 

0^ 0, 0.2 . . . 

werden nach 111) und der ersten Gleichung 112) in der Form 
darstellbar sein (j = 0, 1, 2 . . .): 



114) 



0\=-^-^T^^ im Aufsenraume, 



<»j = 



VkjR 

Rj + 'J 



j + 



J. ^ _i_ (kjt) 



dabei sind die Yj (0, ^) ganz beliebige Kugelfunktionen jter Ord- 
nung von Ö und (p. 
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Der kleinste Wert von k ist einer der Werte kg (der Fall der 
Symmetrie nach allen Richtungen), und wir können für j == 0, 
d. i. für den Fall der Grundschwingung, da 

Ji (x) = l/ — sinx, xJ'i (x) = l/ — (xcos — -^sinx) , 
Y f nx 2" ^ nx\ 2 / 



( 



lie Lösung: so schreiben: 



'O 



0Q = -, im Aufsenraume, 

- c sinknr . ^ 

^0 = - . , r> 1 n^i Innenraume, 
" r smk^R 

wobei c eine willkürliche Konstante ist und ko der Gleichung 



genügen muss: 



cos koR=^0; 



die kleinste Wurzel ko ist somit: 

115) ko = ^ 
und das entsprechende Potential: 



116) 



(P =^ - , im Aufsenraume, 
r 

c / TT r \ 
<2) = — sin -t-'ftK im Innenraume. 
r \2. R/ 



Wir erhalten so das folgende Resultat: 

IV a) Die Grundschwingung eines schwach kompr es - 
sibeln Teilchens in einer unendlich ausgedehnten inkom- 
pressibeln Flüssigkeit besitzt das Potential: 

<2> = — in der Flüssigkeit, 

c / TV r \ 
(Z>= — sinf-^-^j in dem Teilchen, 

Wenn wir mit c eine beliebige Konstante, mit R den 
Hadius des Teilchens und mit r den Gentralabstand des 
Variabein Punktes (x, y, z) bezeichnen. Der der Grund- 
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Schwingung entsprechende Wert von k, durch welchen 
die Schwingungsdauer bestimmt ist: 

^~ k ' 
ist: 

n *) 
2R* 



k = ko = 



§2. 

Wir gehen nun zu dem Falle über, dass wir eine grofse 
Anzahl kugelförmiger Teilchen in der Flüssigkeit haben, setzen 
aber von vornherein voraus, dass die Abstände je zweier Teil- 
chen ganz aufserordentlich grofs gegen ihre Radien sind, die 
wir der Einfachheit halber alle gleichgrofs = R annehmen. 

Da die Existenz der Lösung 0q für den Fall der Grund- 
schwingung gesichert ist, so können wir uns in jedem der Teilchen 
«^, Tj, ^2- •• in Reihen von der Form entwickelt denken: 

J 1 (kor) 

117) <2>o = c-^^=^ + {cnCos(rx)+Ci2COs(ry) 

+ Ci3C0s(rz)} -^= — h . . . (in dem Teilchen t), 

Vkor 

wenn wir unter r die Entfernung und Richtung: 

Centrum von d^ — y (xyz), 

unter c c^ C12CJ3... vorläufig noch unbekannte Konstanten ver- 
stehen, analoge Reihen in den Teilchen t^ Tg . . . Es ist leicht 
zu übersehen, dass wir in der folgenden Untersuchung resp. zu 
dem ersten, zweiten etc. Näherungswerte von 0q und ko gelangen 
werden, wenn wir in dieser Entwickelung nach dem ersten, 
zweiten etc. Glied abbrechen. 



*) Man beachte den Unterschied unserer Probleme, in denen das 
kugelförmige Teilchen mit einer den ganzen Aufsenranm erfüllenden 
Flüssigkeit behaftet ist, gegen das übliche Problem, bei welchem die 
Flüssigkeit fortgelassen und als Grenzbedingung an der Oberfläche des 
Teilchens * = gefordert wird. Man vgl. z. B. Rayleigh, theory of sound, 
deutsch von Neesen (Braunschweig 1880), Pockels, Über die part. Dffgl. 
Ju 4- k^u = (Teubner 1891). 
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Wir geben zunächst die erste Annäherung, indem wir nach 
dem ersten Gliede abbrechen, dann ist an der Oberfläche von t: 



1 



-.o X ^ 1/2 sinknR 
18a) <i>o = c|/--^, 



analog an den Oberflächen von t^ Tg . . . 



118b) <2>o = Cj|/|- 



2 sinkp R ._. « 
n koR 'J-^'^--- 



wo c Ci C2 . . . ko vorläufig noch unbekannte Konstanten sind. 

Mit Hilfe der Randwerte 118a), 118b) können wir 0q in der 
ganzen Flüssigkeit bestimmen, und es folgt in der Nähe der 
Oberfläche « von t in der Flüssigkeit in erster Annäherung: 

119a) Ö>, = cl/i^^ + (c-^)l/i5i^, 
^" ftt kor V r/rTT koR ' 

wenn wir unter C den in erster Annäherung in % und der Um- 
gebung von T konstanten Wert des Newtonschen Potentiales der 
Teilchen ^i Tg . . . 

verstehen. 

In dem Teilchen % ist dagegen in erster Annäherung: 



119b) 



1/2 si 



sin kor 



n kor 



Zur Bestimmung von ko dient nun die Gleichung, welche 
daraus folgt, dass aufser ^0 ^"ch seine ersten Ableitungen stetig 
durch die Oberfläche « von t hindurchgehen müssen. 

Aus 119a) folgt: 



ön 



a 



-^nw^-m 



sinkftR 







n koR^ ' 



aus 119 b): 



öO) 







8n li 

Korn, Reibnngstheorie. 



r TT 



koR coskoR — sinkoR 



koR^ 



10 
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und aus der Gleichsetzung beider Ableitungen: 

120) jij^tangkoR = g. 

Für c Ci C2 . . . ergeben sich die Bedingungen, dass die 

Quotienten: 

c c c 

-j, und die entsprechenden ^ , 7^ , . • . 

einander gleich sein müssen, so dass nur die Verhältnisse 

Ci Cg 



c ' c ' 



bestimmt werden. Die kleinste Wurzel der Gleichung 120) giebt 
uns hierauf die der Grundschwingung zugehörende Konstante k^ 
und die Gleichungen 119a), 119b) in erster Annäherung die 
Lösungen Oq in dem Teilchen t und in der Flüssigkeit in der 
Umgebung des Teilchens %. 

Eine wesentliche Vereinfachung tritt nun ein, wenn wir uns eine 
aufserordentlich grofse Zahl von Teilchen nahezu gleichförmig in 
einem grofsen Räume T verteilt denken, so dass das Newtonsche 
Potential derselben in dem Räume nahezu konstant, also 

C = C, = C2 = • • • , 
somit auch 

121) c = Ci = Ca = • . • 

Es wird die kleinste Wurzel koR der Gleichung 120) mit 

C T€ C 

wachsendem -p- gegen -^ , mit abnehmendem -p gegen n kon- 
vergieren, wir können: 

koR = TT -/!?2 

setzen, wo ß'^ um so kleiner ist, je kleiner -^ ausfällt. 

IVb) Das Potential der Grundschwingung eines 
Systems schwach kompressibler Teilchen lässt sich in 
der Nähe eines Teilchens in erster Annäherung so 
darstellen: 
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sin k r ''') 

= c ^— ^ in dem Teilchen, 

r 

^^ sinknR /- R\sinkoR^ . , j^,... . , .. 
(D = c — - — hfl 1 ^"^^--C in der Flüssigkeit; 

dabei bedeutet R den Radius der Teilchen, c eine be- 
liebige Konstante, G das Newtonsche Potential: 

TT 

aller übrigen Teilchen, und koR ist um so näher = -ö-J^ 

kleiner G gegen c ist**) und um so näher = tt, je gröfser 
C gegen c ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass die 
Radien R der Teilchen aufserordentlich klein gegen 
ihre Abstände sind. 

§ 3. 

Wir wollen jetzt die scheinbare Wechselwirkung zweier 
schwach kompressibeln Teilchen unter dem Einfluss der Grund- 
schwingung berechnen; wir beschränken uns auf ein System von 
zwei Teilchen, da in einem komplizierteren System leicht die 
Superposition der Einzelwirkungen je zweier Teilchen in erster 
Annäherung folgt, sobald, wie wir das ja stets annehmen, die 
gegenseitigen Entfernungen gegen die Radien der Teilchen sehr 
grofs sind. 

Wir bezeichnen die Oberflächen der beiden Teilchen resp. 
mit «1 und (»2 und nehmen das Gentrum des zweiten Teilchens 
zum Anfangspunkt des Koordinatensystemes. 

In erster Annäherung werden die Werte des Potentiales 
an beiden Flächen konstant und gleich sein, sie werden sich in 



*) Unter r verstehen wir stets die Centraldistanz des variabeln Punktes 

Von dem betrachteten Teilchen, unter rj die Centraldistanzen des variabeln 

I^unktes resp. von den übrigen Teilchen. 

c / 2 
Wir schreiben jetzt c an Stelle des früheren -r - 1/ — • 

=="*) Für die Theorie der Gravitation muss C gegen c klein sein, daher 
koR nahe = — . 
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zweiter Annäherung von diesem konstanten Werte e um Gröfsen 
unterscheiden, welche gegen c von der Ordnung 

Radien der Teilchen 



Entfernung der Teilchen 
klein sind. 

Das Potential denken wir uns auf co^ nach Kugelfunktionen 
entwickelt : 

122a) <2>=C2 + [c2i cos (nx) + C22 cos (ny)+c.3 cos (nz)] + -«- (auf 0)2); 

hier ist C2 eine Konstante, die sich von c nur um kleine Gröfsen 
unterscheidet, Cgi C22 C23 . . . unbekannte Konstanten. Analog ist 

122b) Ö> = Ci+[Ci, cos(nx)+CioCos(ny) + Ci3 cos(nz)] + --' (auf Wj), 

wo wir nur wieder zu wissen brauchen, dass sich Ci von c nur 
um kleine Gröfsen unterscheidet, und dass auch c^ Ci2 C13..., 

ebenso wie C21 C22 C23 . . . gegen c von der Ordnung — klein sind. 

Q 
wenn wir mit R die Radien, mit q die Centraldistanz der beiden 

Teilchen bezeichnen. 

Wir können bei den Randwerten 122 a), 122b) in der 

Nähe des zweiten Teilchens mit Hilfe der Methode von Murphy 

darstellen, wobei wir nur Glieder beibehalten, in denen höchstens 

Q^ im Nenner vorkommt: 



J cos(rx) cos(ry) cos (rz) "| 



= C^j-hK^ C21 — ^^i^ + C22 -^h^' + C^si^^^^-^ I + 



/R R2^ /Rr RM , ,,, 

(in der Flüssigkeit in der Nähe von 102). 

Wenn wir an Stelle der Konstanten Cj C2 C21 C22 C23 . . . die 
Konstanten Ci C2 C21 C02 C23 . . . durch die Relationen einführen: 



*) Q ist die Richtung 

Ceutrum von wj — >- Centrum von wg, 
r die Entfernung und Richtung 

Centrum von Wg — V (x y z). 
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123) 



Cj = Ci sinkR, 

C2 = C2 sin kR, 

Cg^ = C21 (sin kR — kR cos kR), 

C22 = G22 (sin kR — kR cos kR), 

C23 = C23 (sin kR — kR cos kR), . . . 



können wir in dem zweiten Teilchen und in der Flüssigkeit 
in der Nähe des Teilchens so darstellen: 



124 a) 



0^'J^C,^^ '^^ kr -^o^kjr*)^ ^, ^^^^ ^^^ ^^^^ 
4- C22 cos (ry) + C23 cos (rz)] + • • • (in dem zweiten Teilchen), 
ö> = — Gl sin kR — C. -^ cos (ro) 



124b) 



R . 

H — sm 
r 



kR^a-Ci 



R 






+ 1.2 {^21 + Gl -^ cos (^x) j cos (rx) 



+ |G22 + Gl -^ cos (^y)| cos (ry) 

+ |C23 + Gl ^cos (^z)|cos (rz) + .•• 

(in der Flüssigkeit in der Nähe von «02). 

In dem zweiten Gliede und der dritten bis fünften Zeile rechts 

konnten wir bereits für k seinen ersten Näherungswert ^ einsetzen. 

Zur Berechnung der unbekannten Konstanten dient die Be- 
dingung, dass nicht blofs <Z>, sondern auch seine ersten Ableitungen 



*) Die in der eckigen Klammer stehende Gröfse ist eine Kugelfunktion 
erster Ordnung, der zugehörige Faktor (man vgl. die zweite Formel 111) 
daher proportional mit 

J 3 (kr) 



Vkr 

also proportional mit 



_-,/2 sin kr — kr cos kr .-^ , mn d iii\ 

=r ^ - ,3 .^ (Formel 109 S. 141), 



sin kr — kr cos kr 
r- 
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bei dem Durchgange durch die Oberflächen co^ (»2 stetig bleibe 
müssen. 

Aus 124a) folgt: 



125a) 



d0 

n 



^ sin kR , ^ . ^ 
— C2 — ry 1- k G2 cos kR 



j- — 2 1 p- [C21 cos (nx) -h C22 cos (ny) 4- C23 cos (nz)] 



aus 124 b): 



125 b) 



d0 

dn 



a 



sinkR/„ „ R\ 

C^i + yC, -2 COS (ex) cos (nx) 



2^ 

R 



+ JC22 + "2 Gl -2 cos (ey)[ cos (ny) 

f 3 R^ 1 n 
+ {Gas + -jr- C, — cos (oz) cos (nz) H 

\ ^ Q2 J J 



und aus der Gleichsetzung beider: 



126) ^ Ci sin kR = G2 cos kR, 



127) 



^-<«i = 



'21 



12„ R2 , . 

--2^1-, cos (ex), 



yjQo == 



^22 



Ooa = 



'23 



n' 



12 p R2 , , 
- -2 Gl ^ cos (^y), 

12p R2 , , 
-^Ci^cos(^z). 



Analoge Gleichungen erhalten wir durch dieselbe Untersuchui 
für die Oberfläche «j. Es folgt somit: 



128) 



Ci = C., = C,cotkR=;- , 
^ " k^ 

12 R2 

C21 = - ^ C -2 cos (^x), . . 

12 R2 

Cji = + — ö G -r cos (ox), . . 

TT ^" 
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C bleibt willkürlich. Zur- Berechnung der scheinbaren auf das 
zweite Teilchen wirkenden Kraftkomponenten bedienen wir uns 
der Formeln (S. 139): 



129) 



X 



=5«.k 



COS (nx) d«, 



ft)o 



Y 



k2 C 

= ^ f* \ Ö>2 COS (ny) dcö, 



CO, 



=M*' 



(i>'^ cos (nz) dw 



a)( 



und bedenken, dass auf «2- 

<Z> = C sin kR + [C21 cos (nx) + C22 cos (ny) + C23 cos (nz)] (vgl. 122a), 



somit: 



0) = C I Sil 



130) a> = C sinkR 



12 R2 



•n)]. 



COS (^n) L auf «2. 



Es folgt nunmehr unter Benutzung der Integrations formein: 



aus 129): 



I 



Cüo 



47r 
cos(^n) cos(nx) d« = -^ cos(^x) R^ 



\ cos(^n) cos(ny) dw = -j^- cos(^y) R^, 



CO* 



\ cos(^n) cos(nz) da> = -^ cos(pz) R^ 






131) 



X = - 27r iiC:^W '-^, 



9 



Z = 
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Es ist: 



r|^d« = -47rRC, 



132) 



dn 



(lOc 



Cd0 

(Ol 



wir können daher die Formeln 131) auch so schreiben: 



133) 



o- 



(Ot 



(0 



2 



V f^ C^^ A C^^ A cos(€>y) 



0). 



(Oo 



2 = -8^Järr^"Jörr^" 



e 



2 ' 



(»1 



0) 



2 



Formeln, aus denen deutlich hervorgeht, dass lediglich die Pul- 
sationen der Teilchen die Kraftkomponenten, umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung, hervorrufen. 

Hätten wir nun nicht nur zwei, sondern eine beliebige 
Anzahl von Teilchen, so erhielten wir wieder das Resultat, dass 

alle 

[*d0 



I 



«j 



ön 



der) 



einander gleich =G sind, bis auf Gröfsen, die gegen C von der 
Ordnung Radien der Teilchen durch ihre Abstände klein sind 
und dafs jedes Teilchen i auf jedes Teilchen x die scheinbare 
Anziehungskraft 



8 TT " D? ' 

wenn ^i» den Abstand der Teilchen i und x vorstellt, unter der 



Voraussetzung, dass das k der Grundschwingung sich von -. 



n 



2R 



n 



nur um Gröfsen unterscheidet, die gegen c^- von der Ordnung 

2K 
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Radien der Teilchen durch ihre Abstände klein sind, was ja 
stets der Fall • sein wird, wenn wir es nicht mit einer ganz 
aufserordentlich grofsen Zahl von Teilchen zu thun haben, die 
sehr grofse Räume sehr dicht erfüllen.*) 

Unter Ausschluss solcher Ausnahmefälle ergiebt sich das 
Resultat: 

IVc) In einem die Grundschwingung ausführenden 
System schwach kompressibler Teilchen von demselben 
Radius R wirkt ein jedes Teilchen i auf jedes Teilchen 
X mit der anziehenden Kraft 

c2 



IX 



wo c^ eine dem System zugehörige Konstante, Qix den 
Abstand der Teilchen i und x vorstellt; vorausgesetzt 
wird dabei, dass die Abstände Qix aufserordentlich 
grofs gegen R sind. 



71 



*) Ich habe die Möglichkeit, dass k sogar sich ^ nähern kann, absicht- 
lich bereits hervorgehoben (S. 147 und 64), obwohl diese Ausnahmefälle, 
wie ich glaube, für die Wechselwirkungen im Sonnensysteme, nicht in be- 
tracht kommen, mir scheint aber die Bemerkung, dass gerade in solchen 
Fällen das Gravitationsgesetz eine Veränderung erleiden könnte, als Bei- 
trag zu den neueren diesbezüglichen interessanten Untersuchungen von 
H. Seeliger von Wichtigkeit. 



III. Teil. 

Über oscillierende Systeme 
schwach kompressibler Teilchen und eine 
mechanische Theorie der Reibung in konti- 
nuierlichen Massensystemen. 

I. Abschnitt. 

Die oscillatorischen Eigenschwingungen eines 
Systems schwach kompressibler Teilchen. 

§ 1- 

Wir nehmen zuerst wieder den einfachsten Fall, in welchem 
sich ein einziges schwach kompressibles Teilchen vom Radius R 
in der Flüssigkeit befindet. 

Von den möglichen Eigenschwingungen des Systems (j = 0, 
1, 2 . . .) 

(pj = ^if^^ in der Flüssigkeit, 



1) 



VkjR - • 2 



,,x(k,r) 



*^ = RJ-^iJ. ,(k jR) • — Vk^~ ^' ^^' '^^ '"" ^'"^ '^'"'^'"' 

1 -4- — J 



J4-2 



{vgl. Teil II, Formeln 114, S. 142) haben wir bisher nur die 
Grundschwingung ( j = 0, ^o = ,Tp ) kennen gelernt, wir unter- 
suchen nun die Eigenschwingung j = l: 



2) 



0j = Xl (|-?-) in der Flüssigkeit, 

J 3 (kir) 



2 
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Die allgemeine Kugelfunktion erster Ordnung Y^ (0,^) können 
-wir stets in der Form schreiben 

c cos 6, 

-wo c eine beliebige Konstante, die x Axe eine beliebig gegebene 
Flichtung vorstellt. Es ist ferner: 



J3(X) . 

2 __,/ 2 Sin X — xc 



— X cos X 
X- 



somit: 



3) 



0,= 



cos b . 



in der Flüssigkeit, 



sink,r — kir cos k^r 



sin kiR — kjR cos kjR 

in dem Teilchen. 



cos b 



Zur Berechnung von kj dient die Bedingung, dass nicht blofs 
01, sondern auch seine ersten Ableitungen bei dem Durchgange 
durch die Oberfläche des Teilchens stetig bleiben müssen: nun 
ist nach 3) 



d0. 

-- — I 

ön ia 
an" 



2 cos 
Bf 



r>8 ^» 



2 COS b 



C + 



c • COS b 



R3 ^ ' R2(sinkiR-kiRcos 
kiCoskjR + ki'^RsinkiR], 

ki'^ c • cos 



k7R) ^*^^ ^^^ ^^^ 



2 cos Ö 

v>,-- C 4- v^ 



R3 



R(sink,R-kiRcoskiR) 



sin kjR, 



und es folgt aus der Gleichsetzung beider Ableitungen: 

4) sinkiR = 0, 



somit: 



TT 2/r 37r 

R ' R ' R ' ' * * 



der Wert ki = ist auszuschliefsen, da: 



kj^sin k,R 



k, = o sin kiR — kjRcos kjR 



3 
R 



-2 + 0. 
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Der kleinste Wert von ki ist somit: 

6) ki=g 
und das Potential der entsprechenden Eigenschwingung: 



7) 



01 =c — 'y~ in der Flüssigkeit, 

^ c sin k.r — k,rcos kir ,. , m -i u 
(Z>t = -' -4- — cos 6 in dem Teilchen, 



Die Bewegung des Teilchens bei dieser Eigenschwingung ist 
eine Oscillation in der Richtung der x Axe, wir bezeichnen daher 

TT 

dieselbe als eine oscillatorische Eigenschwingung oder, da ^ der 

kleinste mögliche Wert von kj ist, auch als die oscillatorische 
Grundschwingung des Systems, die xAxe als die Oscillations- 
richtung. Wir können das erhaltene Resultat folgendermafsen 
aussprechen: 

la) Ein in einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit 
befindliches schwach kompressibles Teilchen lässt die 
folgenden oscillatorischen Grundschwingungen zu: 

- ccos (vv) . - IT.... • 1 -A 
= ^ — - m der Flüssigkeit, 

^ c sinLr — kircosk^r , ,. , rr -^ u 

= -'- ^cos (vy) in dem Teilchen; 

TT r^ 

k -- 

wenn wir mit c eine beliebige Konstante, mit p eine 
beliebige Richtung (die Oscillationsrichtung), mit R 
den Radius des Teilchens und mit r die Entfernung und 
Richtung: 

Centrum des Teilchens — >- (xyz) 

bezeichnen. 

§ 2. 
Wenn wir nun nicht blofs ein Teilchen, sondern eine belie- 
bige Anzahl solcher Teilchen in der Flüssigkeit annehmen, deren 
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Abstände qix gegen die Radien aufserordentlich grofs sind, so 
kann natürlich bei Vernachlässigung der Quotienten 

R 



jedes der Teilchen eine oscillatorische Eigenschwingung bei ganz 
beliebiger Oscillationsrichtung ausführen, und das entsprechende 
k ist wieder 

n 

TD 

Wir wollen nun aber die Quotienten — nicht vernachlässigen, 

wenn wir dieselben auch als sehr klein annehmen, und stellen 
uns somit die folgende Aufgabe: 

Es ist eine mit ihren ersten Ableitungen im ganzen Räume 
eindeutige und stetige Funktion der Stelle (x, y, z) zu berechnen, 
die in der Flüssigkeit der Gleichung 

8a) J0 = O, 

in den Teilchen der Gleichung: 

8b) J0 + k^0==O 

genügt, mit wachsender Entfernung von den Teilchen (wie eine 
Potential funktion) zu null konvergiert und in der Nähe der Teilchen 
in der Form darstellbar ist: 



r. X ^ cos (r\ Vi) ^ 
9a) = Cj — V^-^Fj 



r^' 



(in der Flüssigkeit in der Nähe des Teilchens j), 

9b) = ^ sin krj - krj cos krj _^ ^_ ^.^ ^^^ Teilchen j), 
n rj- 

vvo: 

10) k = ^ + f, 

^i fj f gegen die ersten Glieder von der Ordnung Radien der 
Teilchen gegen ihre Abstände klein sind, die rj die Entfernungen 
und Richtungen: 

Centrum des Teilchens j — y (x y z), 
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die Cj und Vj Konstante resp. konstante Richtungen (die „Oscil- 
lationsrichtungen") vorstellen. 

Wir beginnen mit dem Falle, dass nur zwei Teilchen vor- 
handen sind, bezeichnen die Oberflächen der beiden Teilchen mit 
Wi und (»2 und nehmen das Centrum des zweiten Teilchens zum 
Anfangspunkt des Koordinatensystemes. 

Wir denken uns auf w^ ^^^.ch Kugelfunktionen entv^ickelt: 

( (p = a2 + [aai cos (nx) + a22 cos (ny) + ags cos (nz)] 

11 a) i H- [a2, 11 cos^ (nx) h h 2a2, 23 cos (ny) cos (nz) 4- • • •]*)H 

[ (auf «2)» 

analog 

r (D = ai + [aji cos (nx) -|- ai2 cos (ny) 4- a^j cos (nz)] 

1 1 b) i + [ai, 11 cos^ (nx) h 1- 2ai, 23 cos (ny) cos (nz) +' • • •]*) + • - 

[ (auf «1), 

wo die Konstanten a vorläufig noch unbekannt sind, wir wissen 
nur, dass a^ ag ai, n . . . a2, n . . . gegen 



ai 1 ai o a 



11 «^12 **13» <*21 '*22 *^23 



aoo aoc 



R 



von der Ordnung - klein sind, wenn wir mit R den Radius der 

Teilchen, q ihre Centraldistanz bezeichnen. Mit den Konstanten 
Ci Co und den Richtungen v^ Vg des Problemes in der Form 9), 10) 
sind die Konstanten 

^11 ^12 ^13 » ^21 ^22 ^23 



durch die Relationen verbunden: 



12) 



R-2 a.i 
R2ai2 

R^ais 

R2a22 
R^a^s 



Cj COS(>'|X), 

CiCOs(>'iy), 
c, cos()',z); 

C2COS(»'2X), 

c^cosC^ay), 

Cg cos (VgZ). 



*) 



'''2, ll+*2,ä2+*2,3l 



"■1, 11 



+ ''l, 22+ *1, 33' 



= 0, 
0, 



da die Ausdrücke in den Klammern Kugelfunktionen zweiter Ordnung 
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Wir können bei den Randwerten IIa), IIb) in der Nähe 
des zweiten Teilchens mit Hilfe der Methode von Murphy dar- 
stellen, wobei wir nur Glieder beibehalten, in denen höchstens 
g^ im Nenner vorkommt: 

R R2 

= ag y + yg- [agi cos(rx) + aja cos(ry) + a.2^ cos(rz)] 



13) 



+ 



R3 



r 



3 [a2,iiCOs2(rx) + 

R 
r 



KK'-?)-(?-.")-'H 



+ 32, 23 cos (ry) cos (rz) H ] + 

*) 



j^2 an cos(gx) + a^ g co s(oy) + a^ g cos(gz) |^^ _ R 



RH R 
+ -^lr- 



{■ 



|(cos(rx) — 3 cos(px) cos(rß))aii 

+ (cos(ry) - 3 cos (^y) cos(r^))ai2 
+ (cos(rz) — 3 cos (^z) cos(r^))ai3| 



Wenn wir an Stelle der Konstansten 

a^ ag ai j • • • a2i • • ■ 

^io Konstanten Aj Ag A^ . . . A21 . . . durch die Relationen: 

ai =AisinkR, 

ag = A2 sinkR, 

ajj = All (sinkR — kR coskR), . . . 

^21 = A21 (sinkR — kR coskR), . . . 

einführen und bedenken, dass für die a2, n . . . sich nur Werte 
ergeben können, in denen bereits q^ im Nenner vorkommt,, 
können wir in dem zweiten Teilchen und in der Flüssigkeit 
in der Nähe des Teilchens so schreiben: 



14) 



15 a) 



^ sinkr . T^ , sin kr — kr cos kr**) ^^o r. , . 

= -j- Ao R + ^2 ^ R2 [A21 cos(rx) 

+ A22 cos (ry) + A28 cos (rz)] 
(in dem zweiten Teilchen), 



*) Q ist die Richtung: 
Centrum des ersten Teilchens 

**) Vgl. S. 149 Anm. 



y Centrum des zweiten Teilchens. 
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15b) I 



1^ sinkR , Ti , sinkR — kRcos kR/ . , . 

' ^ = — f— ^2 R 4 J.2 ( Asi cos(rx) 

+ A22 cos (ry) + Ags cos (rz)) 
+ Ai R sin kR [l(l _ ^j _ (^ - -^j cos M J 

+ ~ (sin kR - kR cos kR) (l - j) (Au cos (gx) 
+ Ai 2 cos (gy) + Ai s cos (qz)) 
+ ^ -3^ r - ^ |(cos(rx) - 3 cos(^x) cos (r^)) A^ 

+ (cos (ry) — 3 cos(^y) cos (r^)) Ajg 



1 



+ (cos(rz) — 3 cos (^z) cos (r^)) Aigi 
(in der Flüssigkeit in der Nähe von ta^)- 



In dem letzten Gliede konnten wir bereits für k seinen ersten 



Näherungswert: 



k = 



TT 



also: 



sinkR = 0, 

cos kR = — 1 

setzen. 

Zur Berechnung der unbekannten Konstanten dient die Be- 
dingung, dass nicht blofs (/>, sondern auch seine ersten Ableitungen 
bei dem Durchgange durch die Oberflächen «i «2 stetig bleiben 
müssen. 

Aus 15a) folgt: 



16a) 



d0 

dn 



= — A2 — t5 h k Ag cos kR 

Ja 

2 



— ^ (sin kR — kR cos kR) (A2iCos(nx)+A22Cos(ny) 



+ A23 cos (nz)) 
+k^R sin kR(A2i cos (nx)+A22 cos (ny)+A33 cos (nz)) , 



aus 15b): 



d0 



dn 



a 



16b) 
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— Ai — ^ p (sinkR — kRcoskR) (A21 cos{nx) 



R 



, sin kR — - 



+ Aaa cos (ny) + A23 cos (nz)) 



3R 
^ cos (q 



">] 



+ A 

+ -2 (sinkR— kRcoskR) (A|, cos (ex) + A,2Cos(ßy) 



+ Ai3 cos (ßZ)) 



R« 



+ 37T-^ |(cos (nx) — 3cos (^x) cos (n^)) A,i 

+ (cos (ny) — o cos (^y) cos (np)) A,^ 
+ (cos (nz) — 3cos (qz) cos (n^)) Aiaj 



und aus der Gleichselzunsr beider: 



17) 



kAoCOskR 



A,„: 



sinkR 



+ -2 (sinkR-kRcoskR)(AiiCOs(^x)+Ai2COs(^y) 

+ Ai8C0S(^Z)), 

k'^RsinkR-Agi^— 3A]-2COs(^x)sinkR 

+ Stt -^ I All — 3 cos (^x) (A,i COS (^x) 

+ A12 COS (^y) + Ai3 cos (^z))| 

und zwei analoge Gleichungen für A22 und A28. Bedenken wir 
wieder, dass bis auf kleine Gröfsen: 



k = -^, sin kR = 0, cos kR = — 1, 

so erhalten wir — immer lediglich unter Vernachlässigung von 
Gröfsen, in denen bereits q^ im Nenner vorkommt — aus der 
ersten Gleichung 17), da Aj und A2 Gröfsen gleicher Ordnung sind: 

iQ\ A R sinkR — kRcoskR/. / x.a / \.a / a 

18) A2=-ä ^ ^^^ i^ß — —(An cos(^x)+A,2COs(9y)+A,8COs(^z)) 



k cos kR 

Kern, Reibnngstheorie. 



11 
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und nunmehr aus der zweiten Gleichung 17), da wir jetzt wissen, 

dass A2 also auch A^ gegen A^ A12 Ajg von der Ordnung -^ 

klein sind: 

3 R^ f 
A21 • sin kR = 3^ I A,i — 3cos (^x) (A^ cos (^x) 



19a) 



Aoo • sin kR = 



3 R= 



^22 



TT Q' 



3 R3 



+ A12 COS (^y) + Ai3 cos (^z))|, 

|Ai2 — 3cos (^y) (An cos (^x) 

+ A,2 cos (^y) + Ai3 cos (^z))|, 



A23 • sin kR == -3 I Ai3 — 3 cos (^z) (A^ cos (^x) 

+ A12 COS (^y) + Ai3 cos (qz))^. 

Durch genau dieselbe Betrachtung an der Oberfläche Wi folgen 
entsprechend den Gleichungen 19a) die Relationen: 

Q 03 

All sin kR = - -^ { A21 — 3 cos (^x) (A21 cos (^x) 

+ A22 cos (^y) + A2S cos (^z))| , 



19b) 



n Q' 



3 R^ I 
A12 sin kR = - ^ j A22 - 3 cos (^y) (A21 cos (^x) 



n Q' 



3R3 



+ A22 cos (^y) + A23 cos (^z))| , 



Ai3 sin kR = 3 | A23 — 3 cos (^z) (Agi cos (^x) 



n Q 



+ A32 cos (^y) + A33 cos (^z))| , 



während wir die Gleichung 18) und die ihr analoge Gleichung 
so schreiben können: 



20) 



D2 

A2 = - --2 (A,i COS (^x) + A12 cos (^y) + A13 cos (^z)) , 

02 

Ai = + ^2 (A21 cos (^x) + A22 cos (^y) + A^g cos (^z)) . 



Die Gleichungen 19) und 20) bestimmen die Unbekannte k 
und die Verhältnisse der 



Aji A12 A]3; A21 A22 A23, 
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sowie 

Ai und A2. 

Es folgt aus 19a): 

[A21 cos (^x) + A22 cos (^y) + A23 cos (^z)] sin kR 

6 R^ 
= - - -3 [All cos (qx) + A,2 cos (^y) + A13 cos (pz)], 

aus 19 b) 

[Au cos (^x) + A12 cos (^y) + Ajg cos (^z)] sin kR 

6 R^ 
= ---z^ [A21 cos (^x) + A22 cos (^y) + A23 cos (^z)], 

Tt O 



somit: 



21) 



sin kR = ± 



6 R3 



n Q 



3 ^ 



A21 cos (^x) + A22 cos (^y) + Aäs cos (^z) 

= iF (All cos (^x) + A12 cos (^y) + Ajg cos (^z)) , 
_ c 

und es folgt nunmehr aus 19a), 19b): 

Ai2 = ^-^2COs(^y), 

A,3=-TT2COS(^Z), 



TlR 



Aoi — T 



7rR2 



cos (^x), 



■22) A22 = =F -^2 cos (^y), 



nR^ 



A23==F^^2COS(^Z), 



Ai =q= 



TTQ 



2 » 



^2 -7r^2' 



l sin kR == ± 



6 R^ 



11* 
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und der Werl von (^ an Wo: 



23a) = :p ^^ cos (^n), 
an w, : 

23b) = ^,cos{ou) 

bis auf Gröfsen, die gegen diese Glieder wenigstens von der 
Ordnung —^ klein sind, wobei c eine ganz beliebige Konstante 

vorstellt. 

Ib) Ein System von zwei schwach kompressibeln 
Teilchen lässt zwei oscillatorische Grundschwingungen 
zu, und zwar fallen die Oscillationsrichtungen mit der 
Richtung der Gentraldistanz zusammen; die zugehörigen 
Werte von kR sind die der Zahl n am nächsten liegen- 
den Wurzeln der Gleichung: 



sin kR = ± ., , 



6^R'^ 

.3 



wenn R den Radius der Teilchen, q ihre Gentraldistanz 
vorstellt; das Zeichen + oder — ist zu wählen, je nach- 
dem die Oscillationsrichtungen der beiden Teilchen 
einander entgegengesetzt oder gleichgerichtet sind; 

TD 

dabei sind die vierten Potenzen der Quotienten — 

Q 

vernachlässigt. 

§ 3. 

Wir nehmen jetzt beliebig viele (n) Teilchen mit den Ober- 
flächen 

in der Flüssigkeit an und wählen das Centrum des Teilchens j 
zum Anfangspunkt des Koordinatensystems. Wir fragen wieder 
nach den oscillatorischen Grundschwingungen des Systems, wie 
sie durch die Forderungen 9), 10) Seite 157 definiert sind. 
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Wir denken uns wieder auf Wj nach Kugelfunktionen 
entwickelt: 

24) (p = Oj + [aji cos(nx) + Ojg cos(ny) + Ojs eos(nz)] -\ , 

wo die Konstanten a vorläufig noch unbekannt sind, wir wissen 
nur, dass die aj ^q^qv. die 

ajiaj2aj3 

von der Ordnung — klein sind, wenn R den Radius der Teil- 
et x 

chen, ^ix den Abstand je zweier Teilchen i und x vorstellt. 

Wir können bei den Randwerten 24) in der Nähe des 
Teilchens j mit Hilfe der Methode von Murphy darstellen, wobei 
wir wieder nur Glieder beibehalten, in denen höchstens die q\^ 
im Nenner vorkommen: 



25) 



R R^ 
^ = ^i--+ -^ [aj, co3(tx) + aj2 cos(ry) + aj3 cos (rz)] 



•) 



R \ ai, cos((;jix) + aio cos(pjiy) + ais cosfez) 



+ RM1- 






RV R' 



+ -i-ir 



^, l r2 



|(cos(rx) — 3 cos(pjix) cos(r(>ji)) a^ 

+ (cos (ry) — 3 cos (^j.y) cos (rojO) ai 2 
+ (cos(rz) — 3 cos((>jiZ) cos(rc>ji)) 813 1 , 

dabei ist die Summe y]i über alle Teilchen mit Aus 
nähme des Teilchens j zu erstrecken. 
Wir setzen wieder analog 14) 

26) I ^^ =AjSinkR, 

^ 1 aji = Aji (sink R — kR COS kR), .. . 



*) ()jj ist die Richtung: 

Centrum des Teilchens i - >• Centrum des Teilchens j. 
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bilden analog 15a), 15b) die Werte von in dem Teilchen j 
und in der Flüssigkeit in der Nähe des Teilchens j, hierauf analog 
16 a)^ 16b) die Ableitungen 

d0\ .'d0\ 

i — - ! und 1-1 
I ön ,i ; ön !a 

an der Oberfläche «j des Teilchens j, dann folgt durch Gleich- 
setznn^:: beider Ableitungen analog 17): 



27) 



24 -- 



kAjCoskR = VipisinkR 



+ -g- (sin kR — kR cos kR) (An cos feix) 



ü^O)] 



+ Ai2 cos (^jiy) + Ai3 cos (e 
k^R sinkR-Aji=y]^ — SAi-^ cos (ojix) sin kR 

L ^ji 



+ 371-3- Aii -3cos(^jiX) (Aiicos(^jix) 



ji^O)}]. 



+ Ai2 cos (^jiy) + Aj3 cos (e 

und zwei analoge Gleichungen für Aj2 und Aj3. Bedenken wir 
wieder, dass bis auf kleine Gröfsen: 

TT 

k = :^ , sin kR = 0, cos kR = — 1 , 

so erhalten wir — immer lediglich unter Vernachlässigung von 
Gröfsen, in denen bereits 0*. ein Nenner vorkommt — aus der 
ersten Gleichung 27), da die Aj Gröfsen gleicher Ordnung sind: 

o^cx A xn R sin kR — kR cos kR / . . 

2b) Aj = 2^;^ k-^oskR (Aiicosfex) 

+ Ai2 cos (ojiy) + Ai3 cos (i>jiz)), 
und nunmehr aus der zweiten Gleichung 27), da wir jetzt wissen, 

R2 

dass die Aj gegen die Aji Aj2 Aj3 von der Ordnung —^ klein 



sind: 
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29) 



3 ^-1 1 I 
Aji sinkR =-R» Vi |A|i -3cos(ejiX)(Ai|COs(ejiX) 

TT ^■" Q?. l ^ 



Aj2 sin kR 



+ Ai2 cos ((>jiy) + Ai3 cos (^jiz)) [ , 
^^^Zj' "» Ai2- 3cos(c>jiy)(AiiCostex) 



,,7^^' 



Ai3 sin kR 



^J3 



+ Ai2 cos (^jiy) + Ai3 cos (pjiZ)) j 

3 1 f 

T^'^^'S' p? |Ai8~3costez)(AiiCos(ojiX) 

+ Ai2 cos fey) + Ai3 cos fez))!, 



und die Gleichungen 28) können wir jetzt auch so schreiben: 
30) Aj = - R2 Vi - - (Aii cos (^jix) + Ai2 cos (^jiy) + Aia cos ^iz)). 

Die Gleichungen 29) und 30) bestimmen die Unbekannte k 
und die Verhältnisse der 

Aji Aj2Aj3Aj. 

Es ist leicht aus der Form der Gleichungen 29) zu ersehen, 
dass sich für sin kR eine algebraische Gleichung ergiebt und dass 



R 



3 



sin kR von der Ordnung 3 klein ist; nach Bestimmung der 

Wurzeln dieser Gleichung ergeben sich die zugehörigen Verhält- 
nisse der 

Aji Aj2Aj3Aj 

mit Hilfe hnearer Gleichungen. Die Aj sind gegen dieAjiAj2Aj3 

R2 

von der Ordnung —^ klein. 

Wir können das so erhaltene Resultat folgendermafsen aus- 
sprechen : 

Ib) Ein System von n (n 4= 1) schwach kompressibeln 
Teilchen lässt eine endliche Zahl von oscillatorischen 
Grundschwingungen zu; die zugehörigen Werte von 
sinkR sind von der Ordnung 

/ Radien der Teilchen \^ 



i 



Abstände der Teilchen. 
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klein und werden durch eine algebraische Gleichung 
gegeben, die durch Elimination der Verhältnisse der 

Aji Aj3 Aj3 (j = l,2...n) 

aus den Gleichungen 29) entsteht. In denselben bedeutet 
^ji die Entfernung und Richtung: 

Gentrum des Teilchens i — >- Centrum des Teilchens j, 

und die Summen ^i sind über alle Teilchen mit Aus- 
nahme des Teilchens j zu erstrecken. 

§4. 
Wir beschäftigen uns jetzt mit der scheinbaren Wechsel- 
wirkung je zweier Teilchen in einem Systeme, welches eine 
oscillierende Grundschwingung ausführt.*) Wir wollen hierzu in 
der Untersuchung des § 2 alle Gröfsen beibehalten, in denen 
höchstens q^ im Nenner vorkommt. Da wir (vgl. S. 139) die auf 
das Teilchen j wirkenden Kraftkomponenten in der Form 
schreiben können: 



31) 



Xj = /* 1" jö)' 



'^ cos (nx) dw, 



t^0^ 



k^f 
Y^ = fi -—\0^ cos (ny) dw, 



Oh 



k^ C 
Zj = fi-j-\0^ cos (nz) do) 



Oh 



32) ( 



können wir die Entwickelung von (?> nach Kugelfunktionen auf cöj: 

<P = aj + [a 1 cos (nx) + aj2 cos (ny) + aj3 cos (nz)] 

+ [aj,uCos2(nx)H h2aj,28 cos (ny) cos (nz)+.. •]+... 

bereits nach den drei hingeschriebenen Gliedern abbrechen; denn 
obwohl die Kugelfunktionen dritter Ordnung Yg noch Glieder mit 
Q^ im Nenner enthalten werden, so kommen dieselben doch nicht 
in betracht, da: 



*) Das für uns wichtigste Problem, die Wechselwirkung zweier Systeme, 
werden wir im zweiten Abschnitt behandeln, und dieser Paragraph bildet 
hierzu eine wichtige Vorbereitung. 
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l Y3 (aji cos (nx) + aj2 cos (ny) + a ja cos (nz)) cos (nx) da» = 0, . . . 

und Rj Y3, aj,ii Y3 . . . aj,23 Y:j . . . bereits q^^ resp. q^ im Nenner 
enthalten. 

Die Ent Wickelung von in der Nähe von «j bei den Rand- 
werten 32) mit Hilfe der Methode von Murphy müssen wir aber 
jetzt etwas weiter führen, als in 25): 

R R2 
a> = aj y + ^ [aji cos (rx) + aj2 cos (ry) + a j3 cos (rz)] 

R3 
+ ^ [a J. 11 cos^ (rx) H h 2 aj, 23 cos (ry) cos (rz) + • • •] 

, R2 (i ^ \y i ^^^ ^^^ (gjix )+ai 2 cos (oji y)+ai3 c os(gjiz) 
+ R^ (^-72)2' 73 |(cos(rx)--3cos(pjiX)cos(rt»ji))aii 



^ji 



33) 



+ (cos (ry) — 3 cos (ojiy) cos (rpjO) ai2 
+ (cos (rz) -- 3cos (q^z) cos (r9ji))ai3} 

+ Y ^' {'' - ?) 2^ ^ {[''^' (^^^^^ (^'^'' ('^^^^ - 

— 2 cos (rx) cos (r^ji)] aü 
+ [cos (^jiy) (5cos2 (r^ji) - l) 

— 2cos(ry)cos(r€>ji)]ai2 
+ [cos (g^iZ) (bcos^ (tqh) - l) 

— 2 cos (rz) cos (r^jOjaisj ^ 

Wir führen an Stelle der Konstanten a die Konstanten A 
mit Hilfe der Relationen: 

f aj = Aj sin kR 
34) I aji = Aji (sin kR — kR cos kR), • • • 

i aji 11 = Aj, n (3 sin kR - 3 kR cos kR - k^R^ sin kR), • • • 

ein, dann können wir in dem Teilchen j und in der Flüssig- 
keit in der Nähe des Teilchens j folgendermafsen schreiben: 



*) Wir berücksichtigen nur Glieder, die für X, Y, Z Gröfsen hervor- 
bringen können, in denen höchstens q^ im Nenner vorkommt. 
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35 a) 



^ sin kr . -. , ^^ sin kr — kr cos kr*) p. . . 

Ö> = — — AjR + R2 ^, - -^[Ajicos(rx) 

+ Aj2 cos(ry) + Aj 3 cos(rz)] 

. -,« Ssinkr— Skrcoskr— k-r^sinkr**) r . „. . 

+ R3 -^ '- [Aj,iiC0s2(rx)+... 

+ 2 Aj, 03 cos(ry) cos(rz) H ] (in dem Teilchen j), 

. sinkR . ^ , ^oSinkR— kRcoskRr . , , 

a>= — - AjR+R^ p [Ajicos(rx) 

+ Aj2 cos(ry) + Aj3 cos(rz)] 

. ^,3sinkR-3kRcoskR-k2R2sinkR., „, ,, 

+R3 -. [Aj,nC0s2(rx)+... 



35b) 



+ 2 Aj, 23 cos(ry) cos(rz) H ] 

+ R2 (sin k R 

-kRcoskR)^ 



^_ R\AiiCos(gjix) + Ai2Cos((>jiy)+ Ai3COs(gi 



r/ 



-n 



R3\ 1 
r 



+"^-^-.u 



3 |(cos(rx) — 3 cos (g^ix) cos(r^ji)) An 



■ji 



+ (cos (ry) - 3 cos ((;jiy) cos (r^jO) Aig 

+ (cos(rz) — 3 cos (g^ß) cos(r()ji)) Ais 
R"\ 1 



+ Y (^^ ~ r« ) 'gi {[^^^ (^J^^^ (5cos2(r^ji) - 1) 

— 2cos(rx) cos(r(>ji)] An 
+ [cos(ojiy)(5 cos2(r^ji) - l) 

— 2cos(ry)cos(r^ji)] Ai2 
+ [cos (^jiz) (5 cos2(r^ji) — l) 

-2cos(rz)cos(r^ji)] Aisj 

(in der Flüssigkeit in der Nähe des Teilchens j). 



*) Vgl. S. 149 Anui. 
**) Der zu einer Kugelfunktion zweiter Ordnung zugehörige Faktor 
ist (vgl. Formeln 111, S. 142) proportional mit 

J5(ki-) 
2 -1/2 3 sin kr — 3 kr cos kr — k^ r- sin kr 



Vk 



1/2 3 sin kr — 3 kr cos kr 

7" ^ r ^ ? 



F 



8n 



36 a) 
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Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten A dient die 
Bedingung, dass auch die ersten Ableitungen von bei dem 
Durchgange durch «j stetig sein müssen. 

Es folgt aus 35 a): 

d0\ . sinkR , , . , ^ 

' = — Aj -ts hkAjCOskR 

i -^ R ■* 

2 

— P (sinkR — kR COS kR)(Aji cos(nx) 

+ Aj2 cos(ny) + Aj3 C03(nz)) 

+ k''*R sin kR (AjiCOs(nx) + Aj2Cos(ny)+Aj3COs(nz)) 

--^(3sinkR-3kRcoskR-k2R2sinkR)(Aj,nCOs2(nx)+ 

+ 2 Aj, 28 cos(ny) cos(nz) H ) 

+ k^R (sin kR — kR cos kR) (Aj^^ cos2(nx) H 

+ 2 Aj, 23 cos(ny) cos(nz) -\ ) » 



• •• 



aus 35 b): 

d0 



dn 



a 



36b)/ 



sinkR 2 
= — Aj -5 " (sin kR — kR cos kR) (Aj 1 cos (nx) 

+ Aj2 cos(ny) + Aj3 cos(nz)) 

-^(3sinkR-3kRcoskR-kaR2sinkR)(Aj,„cos2(nx)+... 

+ 2 Aj, 03 cos (ny) cos (nz) + • • •) 

+ (sin kR — kR coskR)V i - ^ (Ancos (^jix) + Ai2Cos(^jiy) 

+ Ai3C0S(0jiZ)) 

3R2 

+ (cos(ny) — 3 cos(ojiy) cos (^j in)) Aig 
+ (cos (nz) - 3 cos (^j i z) cos (qj i n)) Ai 3 | 



002 f 

+ ~f |(cos(nx) — 3 cos((>jix) cos(^jin)) Ai 



+ 



15 R3 



2>/i 



( 



•3 f 

4 [[co3 (()jix) (5 cos''^(^jin) ~ 1) 

— 2 cos(nx) cos (^j in)] A^ 
+ [cos ((?j i y) (5 cos2 (Qj i n) — 1) 

— 2cos(ny)cos(()jin)] Ai2 
+ [cos(pjiZ)(5cos2(öjin)-l) ^ 

— 2 cos(nz) cos(pjin)] Ai3 



39) 
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Aus der Gleichsetzung beider Ableitungen ergiebt sich: 

37) A *) = R^ Vi •^" ^°^ ^^^'^^ "^ ^'^ "^"^ ^^^'^^ "*" ^'^^"^ ^^J' ^) 

C Ic^R sin kR . Aj , = 3R2 (sin kR - kR cos kR) V' (Aii 

38) 1 

I - 3 cos (ojix) (Ai, cos (pjiX) + Ai2 cos (pjiy) + A13 cos (PjiZ))} ^i" 

und zwei analoge Gleichungen für Aji Ajc, 

+ Ai2Cos(ojiy) + Aj3Cos(()jiZ))-2AiiCOs(^jiX)| , . . . 

Aj, 23 = 271^ R*^ 2' T {^ ^^^ ^''J^^^ ^^^ ^''^^^^ (^'^ ^^^ ^^j'^^ 
+Ai2Cos(cjjiy)+Ai3Cos(6)jiZ))-Ai2COs(^jiZ)-Ai3COsfeiy)L... 

Wir können rechts in den Gleichungen 38) auch wieder für 
kR seinen ersten Näherungswert einsetzen, so dass nach wie vor 
sin kR und die Verhältnisse von Aji Aj2 Ajs durch die Gleichungen- 

AjisinkR = -R'^^j' "rl^ii " 3cos(?jiX)(AiiCos((>jiX) 

+ Ai2C0s (^jiy) + Ai3 cos (PjiZ))| , 

Aj2 sin kR = -R^2' T 1^^^ "" ^ ^^^ ^^^'^^ (^'^ ^^^ ^^^'^^ 

+ Ai2 cos (guY) + Ais cos (c>jiz))| , 

3 1 f 

Aj3 sin kR = - R^^]' ~A^^^ ~ ^ ^^^ (PjiZ)(Aii cos fex) 

TT ^j. l 

+ Ai2 cos (pjiy) + Ai3 cos (c>jiZ))| 



40) 



^ji 



ji 



*) F'ür Aj brauchen wir nur Gröfsen zu berücksichtigen, in denen 

höchstens Pjj im Nenner vorkommt, da in den Randwerten von </^ an toj 
jedes Aj mit sinkR multipliziert vorkommt, das selbst (Satz Ib) von der 

Ordnung ( — ] klein ist. 
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bcsiimnit wcTden, worauf man die 

Aji Aj, 11 . . . Aj, 23 . • • 

aus |den Gleichungen 37) und 39) zu berechnen hat. 
Die Randwerte von an Wj sind: 

= Aj sin kR + (sin kR — kR cos kR) (Aji cos (nx) + Aj2 cos (ny) 
+ Aj3 cos (nz)) + (3 sin kR - 3kR cos kR 
— k^R^ sinkR)(Aj,ii cos^ (nx) -\ h 2 Aj,23 cos(ny) cos(nz) -\ ), 

und wir können, da das erste Glied wenigstens gf^ , das dritte 
Glied gf^ im Nenner enthält und: 

l (Aji cos (nx) + Aj2 cos (ny) + Ajs cos (nz))^ cos (nx) d« = 0, . . . 

«j 

in den Formeln für Xj Yj Zj in dem zweiten und dritten Gliede 
von den ersten Näherungswert von k einsetzen: 

I <P == Aj sin kR + ;r (Aji cos (nx) + Aj2 cos (ny) + Ajs cos (nz)) 

[ + 3/T (Aj, 11 cos2 (nx) H h 2 Aj, 23 cos (ny) cos (nz) -\ ). 

Wir berechnen nun Xj Yj Zj mittelst der Formeln: 



41) 



k^f 
X^ = fi — \0'^ cos (nx) dcö, . . . ; 



Cöi 



es folgt: 



42) 



2n-^ 6n^ / / 1 

Xj = -^ iu. Aj Aji sin kB +-^f^ f Aji (^Aj,ii + y Aj.s*. 



2 



+ Y '^j' ^v "'" Y ^J ^ ^^' * ■ "'" "i" ^j ^ ^^j' ^'•^) ' 



analog Y und Z, mit Hilfe der Integrationsformeln: 

47r 



43) 



cos*-^ (nx) ddö = -,-- R2, . . . 



«i 



cos* (nx) dft) 



471 



R2 



Oh 



4n 






C052 (nx) cos^ (ny) dw = —^ R2, . . . 



.1 
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Wir können mit Hilfe der Relationen 37), 39), 40) die 
Gleichungen für Xj Yj Zj folgendormafsen schreiben: 

Xj = -2;rR„2j>Ci- " * ä^; 2j' ^' 0.2. ^ 



44) 



+ 



9^„ ^ TViP P cos (>'j i'i) - :icos (ejji'j) c os (gjivQ l 






+2^'^/y.[i;^cicj 



cos {V-^ »i) — 3 cos (Oji)j) COS(gjiVi) 



o?. 



]■ 



cos (ojin)^ 



Zj = - 2n Rp Vi c, ^-^,^-"0 . 8. (Vi ci ^«-^-^t^ 



+ 27r|.*, 



[yi' Ci ct 



cos (Vj Vi) - 3C0S (gjil'j) cos (pji Vi) 



Q?. 

-JI 



]• 



wenn wir wieder: 



45) 



^^^=^^'nR^'^^^^^i^^^ 



1 



Aj2=Cj.^^.cos(vjy). 
Aj3=Cj-^j^,-cos(rjz) 



setzen und mit Xj yj Zj die Koordinaten des Centrums des Teilchens 
j bezeichnen. 

Wir wollen das erhaltene Resultat in folgender Weise 
aussprechen : 

Ic) Bezeichnen wir mit das Potential einer os- 
cillatorischen Grundschwingung eines Systems^ von 
beliebig vielen schwach kompressibeln Teilchen,5^so 
sind die Randwerte von an den Oberflächen «jj der 
Teilchen: 

^ = ^2 cos (ni/j) + Fj, 
wo Fj gegen das erste Glied von der Ordnung 



Radien der Teilchen 



Abstände der Teilchen 
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klein ist, und das zugehörige k, die Verhältnisse der cJ 
(„der Oscillationsgeschwindigkeiten^) und die Rich- 
tungen Vj („die Oscillationsrichtungen'^) sind durch die 
Gleichungen bestimmt: 



46) 



CjCos (i'jx) sin kR = 
Cjcos (^jy) sin kR = 



CjCOs (vjz) sin kR = 



3 

TT 


R3 


d 
ÖXj 


2' 


Ci 


COSf^ji 
"' 0?. 


"i) 


3 
n 


R3 


d 


X' 


Ci 


COS((iji 


"0 


3 


R3 


d 

ÖZj 


2' 


Ci 


COSfpji 


"0 



dabei sind Xj yj Zj die Koordinaten des Centrums des 
Teilchens j, ^ji die Entfernung und Richtung: 

(Xi yi Zi) - -^ (Xj yj Zj) 

v^ nd die Summen ^]i über alle Teilchen mit Ausnahme 
des Teilchens j zu erstrecken. 

Vernachlässigen wir bereits Gröfsen, in denen q.\ 
irii Nenner vorkommt, so übt jedes Teilchen i auf jedes 
Teilchen j die scheinbaren Kraftkomponenten aus: 



47) 



Xj i = 2 TT Ci Cj jU. ,.- 

V o ^ [cos (rj j/i 

Yji = 27rCiCj^^ --^^ 

Zji=27rCiCjii^-g- '-•' 



)-3cos(c)jii/j)cos(e 



) — 3cos((?jiyj)cos(e 
-3 cos(^jii/j)cos(^j 



:j i ''Ol 

'ji_^0l 



proportional den Kraftkomponenten, welche ein magne- 
tisches Teilchen vom Momente Cj und der magnetischen 
Axe Vj an der Stelle (XjjjZj) auf ein magnetisches Teil- 
chen vom Momente Ci und der magnetischen Axe vi an 
der Stelle XiyiZi ausüben würde. 

Vernachlässigt man aber erst Gröfsen, in denen 
bereits die gf^ im Nenner vorkommen, so kommen für 
jedes Teilchen j noch die Kraftkomponenten: 



hinzu. 



=j=_^7lR 



'-j 
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-^i^'"' 



cos (e 



'ji 



T^ Ö fv^ cos(^j 
48) Uj=-^;.R.g-|^2'^'— I 



Z = 



''^f^-^[S'^' 



cos (e. 



•Jl 



rn)y^ 



II. Abschnitt. 



Über die Wechselwirkung zweier Systeme mit 
oscillatorischen Grundschwingungen. 

§ 1. 

Wenn wir von den auf ein System von schwach kontinuier- 
lichen Teilchen ausgeübten Kraftkomponenlen sprechen, so ver- 
stehen wir darunter die Summen 

n 

1 



49) 



n 



1 



n 



Z =^iZj, 



wobei Xj Yj Zj die auf jedes Teilchen j ausgeübten Kraftkompo- 
nenten vorstellen. 

Wir denken bei dieser Ausdruckweise, ohne dabei auf weitere 
Ausführungen einzugehen, an eine Verbindung der n Teilchen zu 
einem empirischen Ganzen durch Bedingungen von der Form: 

Xj = X + ?, 

50) ^ yj = y + v^ 

Zj = z + ?, 
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wobei ? ^ C ganz aufserordentlich klein gegen die Längeneinheit 
sein sollen; die aus den n Teilchen zusammengesetzte Masse wird 
dann eine sichtbare Bewegung ausführen, gerade so, als ob auf 
sie nach den Newtonschen Prinzipien die Kraftkomponenten 
X, Y, Z wirkten. Wenn man sich mit diesen formalen Bedin- 
gungen 50) nicht begnügen will, so kann man sich ohne 
Schwierigkeit durch Eigenschwingungen höherer Ordnung der 
Teilchen Kräfte zwischen denselben konstruieren, welche bei 
Überschreitung gewisser Entfernungen der Teilchen anziehend, 
unterhalb gewisser Entfernungen abstofsend wirken, so dass das 
System der n Teilchen durch diese Kräfte zu einem Ganzen ver- 
bunden wird und die Bedingungen 50) thatsächlich erfüllt sind; 
ich will aber hier absichtlich nicht weiter auf diese Dinge ein- 
gehen, weil diese Betrachtungen schon in die Theorie der festen 
elastischen Körper gehören und wir uns hier mit der oben ge- 
gebenen formalen Definition der auf ein System schwach kom- 
pressi Wer Teilchen ausgeübten Kraftkomponenten begnügen können. 
Die Formeln 96) (S. 137) in Teil II gestatten uns bei dieser 
Definition, den folgenden Hilfssatz auszusprechen: 

Hilfssatz. Die von einem System schwach kom- 
pressibler Teilchen auf sich selbst ausgeübten Kraft- 
komponenten sind null. 

Wir wollen jetzt aber zwei Systeme von schwach kompres- 
sibeln Teilchen in der Flüssigkeit annehmen und die auf jedes 
derselben infolge des Vorhandenseins des anderen ausgeübten 
Kraftkomponenten berechnen. Wir wollen dabei von vornherein 
voraussetzen, dass die Entfernung der beiden Systeme aufser- 
ordentlich grofs gegen die Entfernungen Qi^ innerhalb der einzelnen 
Systeme sind, wenn auch nicht von derselben Ordnung, wie die 
Entfernungen ^i» innerhalb der einzelnen Systeme gegen die 
Radien R der Teilchen. 

§ 2. 

Das eine System bestehe aus n Teilchen, dann werden für 
die zugehörigen Konstanten 

kcj 

und die Oscillationsrichtungen Vj^ wenn das System allein vor- 
handen ist, Gleichungen von der Form gelten 

Korn, Beibongstheorie. 12 
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51a) 



COS(gjiVi) 



cos (v\ x) sin kR = — R^ :;:— yii Ci 
cj cos {V, y) sin kR = ^ rs ^ Vi cj ^^'^il , 



öyj 



3- 



C| COS (vi z) sin kR = — R^ tt- yii Ci 



COS(^jil/i) 



n ÖZj^-J '' ^2. 



das zweite System bestehe aus n' Teilchen, dann werden für die 

zugehörigen Konstanten 

k'cj' 

und die Oscillationsrichtungen V'^\ wenn das System allein vor- 
handen ist, Gleichungen von der Form gelten: 



51b) 



c/cos(vj'x)sink'R=^R3^2^'ci 






cj'cos(^j'y)sink'R=^R«-^Vi'ci 

71 OVi ^^ 



d >-!.' ,COS(£jilV) 



Cj' cos (vj'z) sin k'R = — R^-^— 7^^' ^i 






Die beiden Systeme sollen nun, wenn jedes für sich allein 
vorhanden ist, dasselbe k besitzen, also: 

k = k', 

und nun sehen wir, dass, wenn beide gleichzeitig in der Flüssig- 
keit vorhanden sind, die zugehörigen Konstanten 

K Cj Cj' 
und die Oscillationsrichtungen 

sich nur aufserordentlich wenig von den Konstanten 

k Cj Cj' 
und den Oscillationsrichtungen 

unterscheiden werden, und zwar nach den Gleichungen 46) in 
solcher Weise, dass: 

52) K = k + 6, 
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Cj cos (iVj x) = 
53a)^C3Cos(iVjy) = 

Cj cos (iVj z) : 

Cj' cos (iVj'x) 

53b)^Cj'cos(iVj'y) 

Cj' cos (iVj'z) 



CjCOS(VjX) + «i, 

CjC0s(vjy) + «2, 

CjC0S(VjZ)+«3, 
= Cj' cos (l/j'x) + f/, 

: Cj' cos (vj'y) + «2', 
3 Cj' cos (vj'z) +V, 



wo € «1 €3*3 *i'*2'*3' c^^Gn die ersten Glieder von der Ordnung 

klein sind, wenn wir mit q den Abstand der beiden Systeme 
bezeichnen. 

Wenn wir nur Gröfsen beibehalten, in denen höchstens q^ 
im Nenner vorkommt, können wir nach dieser Bemerkung die 
Wechselwirkungen der beiden Systeme gerade so berechnen, als 
ob den Systemen die Konstanten 



k Cj Cj' 



und die Oscillationsrichtungen 

zukämen. 

Nach dem Hilfssatz S. 177 sind überdies die z. B. von dem 
zweiten Systeme auf sich selbst ausgeübten Kraftkomponenten 
gleich null, die auf das zweite System wirkenden Kraftkomponenten 
sind daher nach dem Satze Ic) (S. 174): 



n' 



54) 



X = 2.^2^^ 



ÖXj' 



n' 



— TTftR^' 



ÖXj' 



n 

. 1 

r- n 

1 



, cos (vj' Vi) — 3 cos {QjiVj') cos 



0^ 



(gjin) 1 



cos (QjiPi) 



gl 



/vi n 



^ji J 1 



COS(gjiVi) 



analog Y und Z. 



12* 
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Wir können diesen Formeln eine wesentlich einfachere Form 
geben, wenn wir die folgenden Abkürzungen einführen: 



55 a) 



n 



2 ^ Ci cos (i'ix) = C cos (iVx), 
1 



n 



2 i Ci cos {ViY) 

1 



Ccos(iVy), 



n 



2] i Ci cos(i'iZ) = C cos(iVz) ; 
1 



55 b) 



n 



2 J c/ cos(i^j'x) = C cos(iV'x), 
1 



n 



^iCi' cos {v{Y) = a cos (N'Y), 
1 



n 



2 J ^j' cos(rj'z) = C cos(^'z); 
1 



sei dann x, y, z irgend ein Punkt innerhalb des ersten, x' y' z' 
irgend ein Punkt innerhalb des zweiten Systems und q die Ent- 
fernung und Richtung 

(X y z) -> (X' y' z% 
wir können dann die Gleichungen 54) folgendermafsen schreiben: 



56) 



X 



o nr' 8 /cos(iViV')-3cos(eJV)cos(eiV')\ 



2' J 






analog Y und Z; dabei ist in dem dritten Ghede rechts die 
Summe V]^ ^^^^ ^^'^ Teilchen des zweiten Systemes zu er- 






— n 
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strecken, mit Ausnahme des Teilchens j und dann über alle 
Teilchen j von 1 bis n' zu summieren. 

Wir schreiben die Formel 56) in folgender für unsere 
Zwecke geeigneten Form: 

X = C (ofi cos (iVx) + «2 cos (iVy) + «g cos (iVz)) 
Y = G (/?i cos (iVx) + /?o cos (iVy) + ^3 cos (iVz)) 
Z = C (/i cos (iVx) + Y<^ cos (iVy) + yz cos (iVz)) 

dabei sind die Konstanten 

ri Y'i r% 

in keiner Weise von G oder der Richtung N abhängig. 

Das Moment, das für unsere weiteren Untersuchungen vor 
allem von Wichtigkeit sein wird, ist, dass in diesen Formeln 57) 
die ersten Glieder rechts in bezug auf 

cos(iVx), cos(iVy), cos(iVz) 

linear, die zweiten Glieder in bezug auf diese Gröfsen quadratisch 
sind. 

§ 3. 

Wenn wir nun in der im vorigen Paragraphen betrachteten 
Art und Weise zwei Systeme in der Flüssigkeit annehmen, so 
werden dieselben während ihrer Bewegung im allgemeinen 
nicht ihre 

mittlere Oscillationsgesch windigkeit, 

proportional mit C resp. G' 

und ihre mittlere Oscillationsrichtung N resp. iV unver- 
ändert beibehalten, sie werden vielmehr im allgemeinen — infolge 
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einer ungeordneten Durcheinanderbewegung der Teilchen inner- 
halb der einzelnen Systeme — in ungeordneter Weise ihre 
mittleren Oscillationsrichtungen N resp. iV' verändern, während 
die Mittelwerte von G^ und C'^ in endlichen (im übrigen beliebig 
kleinen) Zeiten wegen des Prinzips der Erhaltung der lebendigen 
Kraft — bis auf Gröfsen, die gegen diese Mittelwerte 



M (C2), M (C'2) 



erhalten bleiben müssen. 



von der Ordnung ( — j klein sind - 

Die mittleren Kraftkomponenten, welche das System 2 auf 
das System 1 ausüben wird, ergeben sich daher, wenn man in 
den Formeln 57) für X, Y, Z mit dem Elemente d« einer Kugel- 
fläche vom Radius 1 multipliziert, über alle möglichen Richtungen 
N integriert, durch An dividiert und für C^ seinen Mittelwert 
setzt. 

Unter Anwendung der folgenden Integral formein: 



58) 



^ cos (iVx) d« 

(1) 
— j cos (iVy) do) 

(1) 

-.— \ cos (Nt.) dw 
47rJ 

(1) 



= 0, 



= 0, 



= 0, 



in 

(1) 



cos''' {qN) dw = -, 



1 
3" 



ergeben sich für diese Mittelwerte von X, Y, Z, die wir nun auch 
wieder mit X, Y, Z bezeichnen wollen, die Werte; 



59) 



X=-. 



Y = 



*"|.RM(C^)n''-^|y-^ 



3 
47r 



Z = Vf*ßM(C2)n 



, cos (qz) 
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d. h. wir erhalten eine Abstofsungskraft zwischen den beiden 
Systemen, umgekehrt proportional der fünften Potenz ihrer 
Entfernung. 

Die Kraftkomponenten, welche umgekehrt proportional den 
vierten Potenzen und den magnetischen Kräften zwischen je 
zwei Teilchen proportional sind, haben sich fortgehoben, da in 
keinem der Systeme eine Richtung besonders bevorzugt sein kann. 

Haben wir zwei völlig gleichartige Systeme, so dass also 

n = n', 
M (C2) = M (C'2), 



so ist die Gröfse 



^iiiRM(G2)n 
o 



eine jedem der Systeme in bestimmter Weise zugehörige Konstante, 
es folgt: 

cos (^x) 



60) 



X = const. . , 
Y = const. ^^4^y) , 
Z =: const. ^-^ , 



d. h. der folgende Satz: 

IIa) Zwei gleichartige Systeme schwach kompres- 
sibler Teilchen mit oscillatorischen Grundschwingungen 
stofsen sich mit einer Kraft 

61) R = a^ 

ab, wenn g die Entfernung der beiden Systeme, a eine 
den Systemen zugehörige (von q unabhängige) Kon- 
stante vorstellt. 

§4. 

Wir wollen nun ein Massenteilchen von der Masse mi als 
ein System von schwach kompressibeln Einheitsteilchen betrachten, 
deren Zahl mit mi proportional ist. 
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Um aus dem Satze IIa) das Maxwellsche Abstofsungs- 
gesetz zu folgen, wäre es am einfachsten, jedes Massenteilchen 
mi aus einer Anzahl gleichartiger Systeme schwach kompressibler 
Teilchen mit oscillatorischen Grundschwingungen zusammengesetzt 
anzunehmen, die mit mi proportional ist. Man kann aber auch 
anders verfahren; man kann bei der ursprünglichen einfacheren 
Vorstellung bleiben, dass ein Massenteilchen von der Masse mj 
resp. mg ein System von n^ resp. Ug Teilchen vorstellt, so dass 

mj : mg = Uj : n^, 

ohne vorauszusetzen, dass jedes der beiden Systeme sich in 
völlig gleichartige Systeme zerlegen lässt, deren Anzahl in den 
beiden Systemen sich wie m^ : nig verhält. 

In der That, die Abstofsungskraft eines Systems von n^ auf 
ein System von Ug Teilchen ist bei gleichgestimmten*) oscilla- 
torischen Grundschwingungen 

infolge der Gleichheit von actio und reactio, die ja aus dem 
Zusatz 2 zu Illb) des II. Teiles (S. 138) folgt, ist auch: 

bö) F = -^fit{r\i -—. — ; 

nämlich gleich der Abstofsungskraft, die das zweite System auf 
das erste ausübt; es folgt somit: 

64) M(Ci2):M(C/) = ni:n2, 
somit: 

65) P^anjUg^, 

wo a eine von ^, sowie von Uj Ug unabhängige positive Konstante 
vorstellt; es ergiebt sich somit auch auf diesem Wege der 

Zusatz zu IIa). (Maxwellsches Abstofsungsgesetz). 
Denken wir uns zwei Massenteilchen mi mg als Systeme 



*) ki = k2; wir brauchten dies übrigens nicht besonders hinzuzufügen, 
da im anderen Falle die beiden Schwingungen nicht zu gleicher Zeit 
möglich wären. 
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schwach kompressibler Teilchen von der Anzahl nj 
resp. n2 so, dass: 

mi : nig = ni : ng , 

und nehmen wir an, dass beide Systeme in der Flüssig- 
keit oscillatorische Grundschwingungen ausführen, so 
stofsen sich dieselben mit einer Kraft: 

K "^"^ 

ab, wo Q die Entfernung der beiden Systeme, K eine 
positive (von mj mg ^ unabhängige) Konstante vorstellt. 

« 

§ 5- 

Die Bewegung zweier Massenteilchen mi mg bei dem Max- 
wellschen Abstofsungsgesetze ist schon in vielen Lehrbüchern 
behandelt, und wenn ich auch hier besonders auf dieselbe ein- 
gehe, so geschieht dies nur, weil diese Untersuchung eine un- 
umgängliche Voraussetzung für die Theorie der Reibung in 
Gasen ist, ohne dass ich den bereits bekannten Gesetzen dieser 
Bewegung irgend welche neue Einzelheiten hinzufügen will. 

Setzen wir: 

66) V = _1kM = _1 k5?^> 

und bezeichnen mit Xi y^ z^ die Koordinaten des Teilchens mi, 
mit Xg yg Zg die Koordinaten des Teilchens nig, so haben wir für 
Tüi und mg die folgenden Gleichungen der Bewegung: 

^ dt^ oxi 
^.,, d^xg ÖV 

^'^)^dF=ö^g'--- 

und mit Hilfe der Integrale: 



*) Indem wir beide Massen als gleich voraussetzen. 
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der Schwerpunktsintegrale: 



68) 



dX] dxj 
"dt ■•" dt^ 



= const., 



^Zi + ^h - const 
dt + dt ~ ^°"^'-' 



dZj dz2 
dt dt 



const., 



der Flächenintegrale: 



(y.-y.)^.^^^-fe-zo'^y^-y'> 



dt 
69) { (z, - zi) -^^~'^- - (72 - X,) 

(x,-x.)^-(?^.7-^ll-(y,-y.) 



dt 

d (Z2 - zQ 
dt 

d(X2-X,) 



dt ^'^ •"' dt 

und des Integrales der lebendigen Kraft: 



= const., 



const., 



= const., 



= 2 V + const. 



lässt sich die Aufgabe auf Quadraturen zurückführen. 

Wir untersuchen zunächst die relative Bewegung des Teilchens 
mg gegen das Teilchen mi, indem wir: 

I X2 Xi = a, 

[ Z2 — Zi = c 

setzen; a, b, c sind dann die Koordinaten von nig in einem be- 
wegten Koordinatensystem, dessen Anfangspunkt fortdauernd in 
Uli bleibt; für a, b, c haben wir nach 69) die Gleichungen: 

, de db 
'^c[t-'^dt- = '^°"^*-' 

^_. da de . 

^2) c ,^ — a j- = const., 
^ dt dt 

db , da 
a ^^ — b i- = const., 



dt 



dt 
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und die Gleichung 70) lässt sich mit Rücksicht auf 68) auch so 
schreiben : 

Die Gleichungen 72), 73) bestimmen die relative Bewegung 
Aon m2 gegen mj; kennen wir dieselbe, so ergeben uns hierauf 
die Gleichungen 68) die absoluten Bewegungen von mi m2 in dem 
ursprünglichen Koordinatensystem. 

Wir können zur Vereinfachung die Richtungen der Koordi- 
natenaxen so wählen, dass zur Zeit t = 0: 



74) 



de „ 



bj, 



db 
dt 



= 0, 



"^M 



Fig. 1. 



so dass zur Zeit t = 0, die Richtung 
der relativen Geschwindigkeit von m2 
gegen mj der aAxe (entgegengesetzt*) 
parallel ist und in der ab Ebene liegt; 
die erste Gleichung 72) ergiebt dann /w" 
zusammen mit der zweiten, dass zu 
jeder Zeit 

dass also mg stets in der ab Ebene bleibt, und die dritte ergiebt, 
wenn wir 

bjt=o= bo, 

da 



• 1 



75) 



dt 



t = o 



setzen : 



db da , 



endlich die Gleichung 73): 



") ©ver^'H-^'- 



*) Wir werden nur Fälle betrachten, in denen sich mi m2 infolge ihrer 
relativen Anfangsgeschwindigkeiten einander zuerst nähern. 
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Diese beiden Gleichungen 76) und 77) bestimmen die relative 
Bewegung von m2 gegen rai- 
Wir setzen: 



78) 



a = ^ cos 6, 



dann ist: 

b 



b = ^ sin Ö, 



da d^ n dö . . 

db de . „ , de . 

dt=dt-''"^+dr^'^°'^' 



somit: 



m. 




db . da „ dö 



dt 



dt 



dt' 



■»yj^ 



Fig. 2. 



tMihm^A 



dt j ' 



und die Gleichungen 76), 77) erhalten die Form: 



79) 



»de . 
dt=^»^' 



iöfr+^i^?r=^ 



+g^ 



hieraus folgt die Gleichung der relativen Bahnkurve von va^ 
gegen m^\ 



de 
d(. 



oder: 



|/e*(^v + g^]-boVe'' 



O 



80) 6-60 = j 



bogd^ 



^0 



VgV-bo^g^^^-Kra 



Das Vorzeichen der Quadratwurzel ist dabei noch besonders 
zu diskutieren. Wir wollen annehmen, dass mg aus sehr weiter 
Entfernung zur Zeit t = auf mj mit der relativen Geschwindig- 
keit g zufliegt, also annähernd zur Zeit t = 0: 

a = oo, 
Oo = 0*). 



'^^ SoDst könnte m2 niemals va^ besonders nahe kommen. 
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Es ist dann zur Zeil t = 

dO 
d^ 



0, 



da nach der ersten Gleichung 79) -rr stets positiv und -^ zur 

Zeit 1 = negativ ist. 

Die Quadratwurzel in dem Integrale hat daher von der Zeit 
t = an jedenfalls das negative Zeichen, bis 



wird, also: 



gV-bo^g2^2_Km = 



81). = ^-^ 



|/l+}/l+4i 



Km 



(es ist dies die einzige positive, reelle Wurzel der vorstehenden 

Gleichung). Zu dieser Zeit wird -^ = 0, und m^ folgt der Ab- 

dt 

stofsung, d. h. es wird von da an -— >> 0, 



dö 



0, 



die Quadratwurzel ist von da ab fortdauernd mit dem negativen 
Zeichen zu nehmen. 




Die Bahn des Punktes mg in der a b Ebene zerfällt somit in 
zwei Teile, einen Teil I, für den die Gleichung gilt: 



82a) b={- 



Vg'c^*-bo2g2^2_Km' 



bogd^ 
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und einen Teil II mit der Gleichung: 

82b) e J bpgdg r 

Q Q 

Der Grenzpunkt beider Teile hat von nii die Entfernung ^, 
welche durch 81) gegeben ist. 

Der Wert von Ö, sobald nig wieder ins Unendliche gewandert 
ist, oder, wie wir sagen wollen, nach dem Stofse, wird nach 82 b): 

83)6' = «^ ^0^^^ 



■-i 



Q 

Definiert man allgemein die Funktion ^(a) durch die Gleichung: 

X 

dx 



84a) V'{«) = 2 -= 

oyi 



- x^ — 



2 a* 

wo X die reelle, positive Wurzel der Gleichung: 

84b) l-x^-2^ = 

vorstellt, so kann man 83) auch so schreiben: 

bpVg 
V'2mK. 

Da nach dem Stofse wieder e = oo, so folgt nach dem Stofse: 



«^> «■=*(ii) 



d6_„ d£_ 
dt ~ ' dt ~ ^' 



86) 



f da ^, 

^^ = gcose, 

db . ,, 

gj--gsme, 



«') ©'+©■-«■• 
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Es ergiebt sich das Resultat: 

IIb) Sind UjV, Wi resp. Uj Vj Wj die Geschwindig- 
keitskomponenten zweier Massenteilchen vor dem Stofs; 
Uj' Vj' W,' resp. Uj' Vg' Wj' ihre Geschwindigkeitskompo- 
nenten nach dem Stofs, dann gelten die Gleichungen: 

Ui,' + U,' = U, + Ui, 
(Ü2' - U,')^ + (Vj' - V,')2 + (W/ - W/)2 

= (U2 - u,)^ + (V2 - Vi)2 + (W2 - w.)s 

und man erhält die Richtung: 

(Ua' - U/, V/ - Vi', W2' - W,'), 

indem man die zur Zeit t = von m, in der Richtung 

(U, - U„ V, - V2, W, - W2) 

gezogene Halb-Gerade (die a Axe) in der durch diese 
Gerade und die Gerade m, mg (zur Zeit t = 0) bestimmten 




Jir-u' V- V W- W'] 

\ z 1 , z 1 , z ij 



m. 



n 



m^(i.c) 



■>« 



^fU-U V- 

\ z 1 , z 



Fig. 4 



V w-w 

I . z 



>) 



Ebene um einen gewissen Winkel 6' und zwar in dem 
Sinne dreht, in welchem man auf dem kürzesten Wege 
von der aAxe in die Richtung 

— V m2 (zur Zeit t = 0) 



m, 



gelangt. Dabei ist 



•-w^)- 
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wenn K die Konstante des Maxwellschen Abstofsungs- 
gesetzes, bo den senkrechten Abstand des Teilchens m*2 
von der a Axe zur Zeit t = vorstellt, 



zu setzen ist und allgemein unter ip (a) die Funktion: 



V 



(«) = 2 (* 



dx 



öl/l-x^-|. 



verstanden wird, in der x die reelle, positive Wurzel der 
Gleichung: 



x* 



bedeutet. 



l-x^-ik^ = 



6. 



Für die im dritten Abschnitt auseinanderzusetzende Maxwell- 
sehe Theorie der Reibung in Gasen ist es notwendig, von dem 
hier gewählten speciellen Koordinatensystem auf ein ganz beliebig 
gewähltes Koordinatensystem (x y z) überzugehen. 



i^ 




y 



Fig. 5. 



Setzen wir in dem beliebigen System (xyz): 

Ui — U2 = g cos a, 
88) <[ Vx - V2 = g sin « cos ß, 
Wi— W2= g sin a sin ß, 



i 
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so stellt a den Winkel dar, den die der relativen Geschwindig- 
keit von m2 gegen mj (vor dem Stofse) entgegengesetzte Richtung 
mit der x Axe bildet, ß den Winkel, den die Projektion dieser 
vom Anfangspunkt ausgehenden Richtung auf die yz Ebene mit 
der yAxe einschliefst. 

Wir konstruieren jetzt ein zweites Koordinatensystem 

xy z, 

aus dem das erste entsteht, indem man das System um die mit 
der X Axe zusammenfallende xAxe in positivem Sinne um den 

Winkel ^ - /J dreht. 

Wir konstruieren endlich ein drittes Koordinatensystem 

xy z; 

aus ^em das zweite entsteht, indem man das System um die mit 
der y Axe zusammenfallende y Axe in positivem Sinne um den 
Winkel a dreht. 

Das System x y z geht aus dem System a b c hervor, wenn 
man letzteres um die mit der x Axe zusammenfallende a Axe in 
positivem Sinne um einen gewissen Winkel ff dreht, den die 
ab Ebene mit der xy Ebene bildet, also mit einer Ebene, 
die lediglich durch die Richtung der ursprünglichen re- 
lativen Geschwindigkeit 

(U2-U,, Vg-V,, W2-W1) 

in dem xyz System bestimmt ist. 

Wir bedenken nun, dass in dem abc System die relativen 
Geschwindigkeiten von mg gegen mj nach dem Stofse durch die 
Gleichungen bestimmt sind: 

rda 

= g cos 6 , 



89) 



dt 

db . ,, 

dt ' 



und gehen nun _von dem abc System rückwärts auf das xyz, 
dann auf das x y "z und schliefslich auf das xyz System über. 

Korn, Beibangstheorie. 13 
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Übei:gang von dem abcSystem aufdas xy z System 
Wir bezeichnen in dem x y z System die relativen Geschwindig- 
keiten von mg gegen m^ nach dem Stofse mit 



dann ist: 



90) 



U^'-U/, V^'-V,, Wg'-W/, 

Ü/-Ü/ =^^ = gcose', 

'db 
V2' — V/ = — cos y = g sin 6' cos y, 

Wg' - Wj' = -TT sin y = g sin H' sin ^. 



Übergang von dem x y z System aufdasxyz System. 
Wir bezeichnen in dem x y ¥ System die relativen Geschwindig- 
keiten von m2 gegen mj nach dem Stofse mit 



dann ist: 



ü,' - ü/, V^' - V/, Wj - w/, 



91) 



ü 



- Ui' = (Ua' - üi') cos « - (W2' - Wi') sin «, 
= g cos 6' cos ä — g sin 6' sin (p sin «, 

= g sin 6 cos y, 



W2' - Wg' = (U2' - U/) sin a + (W2' - Wi') cos a, 
= g cos Ö' sin a + g sin 6' sin (p cos a. 

Übergang von dem x y z System auf das x y z 
System. Wir bezeichnen wieder in dem xyz System die rela- 
tiven Geschwindigkeiten von m2 gegen mi nach dem Stofse mit: 

TT' — TT' V' — V' W' — W' 



dann ist: 

U2' 



92) 



W 



2 



- Ui' = U2' - U,', 

= g cos 0' COS a — g sin 6' sin y sin a, 

- V/ = (V2' -- ^1') sin ß + (W2' - Wi') cos ß, 

= g cos 6' sin a cos ß 

+ g sin 6' jcos (fsin ß -\- sin 9) cos a cos ß] ^ 

_ W/ = - (?2' - ^1') cos/J + (W2' - W/) sin /?, 
= g cos 6' sin a sin ß 

— g sin 6' j cos (pcos ß — sin y cos a sin /J} ^ 



— VJi) — 

Wir addieren zu diesen Gleichungen die Relationen: 

Ua' + ü/ = \J, + V,= 2U2 + (ü, - U,), 

= 2U2 + gcosa, 
Va' + V/ = V2 + Vi = 2 V, + (V^ - V2), 

= 2 V2 + g sin« cos/J, 
W^' + W/ = Wg + Wi = 2 Wa + (W, - W2), 

= 2 W2 + g sincrsin/? 



93) 



hinzu und dividieren durch 2, dann ergiebt sich der folgende 

Zusatz zu IIb). Beziehen wir die Geschwindigkeits- 
komponenten der beiden Teilchen auf ein beliebiges 
Koordinatensystem (xyz), so gelten für die Geschwin- 
digkeitskomponenten des Teilchens, das vor dem Stofse 
die Geschwindigkeitskomponenten ügVaWg besafs, nach 
dem Stofse die Gleichungen: 

6' 1 
U2' = U2 + gcosacos^^ — ^gsinasinö'siny, 



94) 



V = V2 + gsinacos/Jcos^^ 



1 

2 



+ ^ g sinO' jcos (ps\x\ß + sin g> cos« cos/Jj , 

6' 



W2' = W2 + g sin« sin/J cos 



2 



1 



gsinö' icosy cos/J — siny cosasin/9}; 



dabei sind g a ß durch die Relationen: 

fUi — U2 = g cosa, 
V, — V2 = gsinacosi», 
Wj — Wg = g sin« sin/9 

bestimmt, 6' ist der durch den Satz IIb) gegebene Winkel 
und 9 ein Winkel, welchen die durch die Richtung 
(a, /^) und die Richtung m^ — >-m2 (beide von mj vordem 
Stofse ausgehend gedacht) bestimmte Ebene mit einer 
Ebene bildet, die lediglich durch a und /9 bestimmt und 
der Richtung («,/?) parallel ist. 



13* 
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III. Abschnitt. 

Theorie der Reibung in kontinuierlichen 

Massensystemen. 

§ 1. 

Wir verstehen allgemein unter einem das Volumen % erfül- 
lenden kontinuierlichen Massensystem eine aufserordentlich grofse 
Zahl von (mit Geschwindigkeiten u v w begabten) Massenteilchen 
m, die selbst wieder als Systeme schwach kompressibler Teilchen in 
einer unendlich ausgedehnten Flüssigkeit anzusehen sind, falls 
wir T in aufserordentlich kleine Teile dr so zerschneiden können, 
dass der Quotient 

96) (1 = %— 
elf 

und die Mittelwerte der Geschwindigkeiten*) in dr: 

de 

u = =r— - , 

dr 

d^ 

d* - 

sich von stetigen Funktionen der Zeit und der Stelle sich unr 
aufserordentlich kleine Gröfsen unterscheiden. 

Wir bezeichnen im besonderen das kontinuierliche Massen 
System als ein ideales Gas, wenn die einzelnen Teilchen m Ent 
fernungen besitzen, die zwar gegen die Längeneinheit aufsei^ 



97) V == ^ 



w = 



*) Sowie irgend welcher stetiger Funktionen der Geschwindigkeit« 
komponenten. 



i 
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ordentlich klein, aber doch genügend grofs sind, so dass nur die 
Abstofsungswirkungen infolge der oscillatorischen Grundschwin- 
gungen, keinerlei Wechselwirkungen Infolge höherer Eigenschwin- 
gungen der die Teilchen m zusammensetzenden Systeme schwach 
kompressibler Teilchen in betracht kommen. 

§ 2. 
Infolge des Maxwellschen Abstofsungsgesetzes je zweier 
Teilchen m muss ein Gas um so näher die Maxwellsche Ge- 
schwindigkeitsverteilung haben, je mehr Massenteilchen m wir in 
der Volumeneinheit annehmen, d. h. wenn wir die Geschwindig- 
keiten eines in dem Element dr befindlichen Teilchens m: 

u = u + §', 
98) V = V + ^', 

w = w + ^' 

setzen, unter den Bedingungen: 

dr dr dr 

so wird in dr eine Anzahl: 

100) dn = F dr diy' ar dr 
von Teilchen m vorhanden sein, deren. Geschwindigkeiten zwischen : 

u + r, v+iy', w+r 

und 

u + r + dr, v+v + a^' w+r + ar 

liegen, und die Gröfse F wird sich von der Funktion: 

101) F = ae -^°»c5"4-v- + c-) 

Um aufserordentlich kleine Gröfsen unterscheiden; dabei bestehen 
<Üe Relationen: 

hm'^''^ 



102) 



+ 0D 



-m 



n 



h = 



^ 



2m p' 



103) p = ^ jjjm . F . i^' + n" + 1"') dr d^'dj; 
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104) 



du 



8p 



'' dt " ~ 03C' 



dv 

'* dt ~ 

dvv 

'^ dt = ~87;' 



8p 



105) 34 f^) 



106) 



dju 
dt 



dt\; 



-H* 



-2P^J^ = 0; 
fi dt 



Dass sich in der That infolge des Maxwellschen Abstofsungs- 
gesetzes die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung um so näher 
einstellen muss, je kleiner die Teilchen m und je mehr Teilchen m 
in der Volumeneinheit vorhanden sind, ist bereits völlig streng 
bewiesen*), und die Ableitung der übrigen Relationen als Folge 
des Maxwellschen Zustandes haben wir schon früher ausführlich 
gegeben. 

Wenn wir nun aber nicht zur Grenze von unendlich vielen 
Teilchen m in der Volumeneinheit übergehen, so werden diese 
Relationen nur in erster Annäherung bestehen, und man kann 
nun auch nach dem Vorgange Maxwells im besonderen die 
Gleichungen der empirischen Bewegung 104) und die sogenannte 
Wärmeleitungsgleichung 105) in zweiter Annäherung aufstellen, 
wenn man die Konstante K des Maxwellschen Abstofsungsgesetzes 
als gegeben voraussetzt. 

§ 3. 
Bezeichnet Q irgend eine stetige Funktion der Geschwindig- 
keitskomponenten u V w, so definieren wir M (Q) als den Mittel- 
wert von Q in cIt: 

4-00 

107a) /t.ar.M(Q)=(nm F.Qdrdiy'drar 



oder: 



— 00 



107b) M(Q) = -J\\F.Qdrdi7'dr, 

— 00 




*) Man vgl. vor allem die Darstellung bei Boltzmann, Vorlesung 
über Gastheorie, Barth 1896, Bd. I. 
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wo F die Funktion der Geschwindigkeitsverteilung vorstellt und 
in erster Annäherung durch die Gleichungen 101), 102) dargestellt ist. 
Bei dieser Bezeichnung ist im besonderen: 



108) 



M(u) 
M(v) 
M(^) 



vv. 



Wir wollen bei einer ganz beliebigen stetigen Funktion Q 
(u, V, w) den Diflferentialquotienten: 

d M(Q) 
dt 

untersuchen. Es folgt, da M(Q) sich einmal durch Ein- und 
Ausströmen von Teilchen m in die resp. aus der Oberfläche ia 
von dv und zweitens durch die inneren Stöfse in dem Element 
dr verändern kann: 



(ü 



+ M(Qw) cos (i^z)} da> + ^^^ ^ . flr, 



dt 

wenn v die innere Normale eines Elementes d« der Oberfläche « 
vorstellt und wenn wir — in üblicher Bezeichnung — unter 
DM(Q) den Zuwachs von M(Q) in der Zeit dt infolge der inneren 
Stöfse verstehen. Indem wir das Integral rechts einer Greenschen 
Umformung unterwerfen und dann die Gleichung durch dr divi- 
dieren, erhalten wir: 



109) 



|M.M,Q)]^^DMLQ)_|_j^„,^j-j 



et 



dt 



8y 



[,.*M(Qv)] 



-^[/tM(Qw)], 



die sogenannte „Maxwellsche Grundgleichung", welche für jedes 
beliebige kontinuierliche Massensystem gilt. 
Setzen wir in derselben im besonderen 



Q = u, v, w, 
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so folgt, da in diesen Fällen: 

DM(Q) 
dt 



= 



infolge der bei den Stöfsen geltenden ScliwerpunktssiUze: 
110) Ht^} = - 1^ [^M (G^)] - A [(.M (u V)] - 1- [|«M (u w)] 



et 



8x 



und zwei analoge Gleichungen für fi, ■ , (t 



dv 

et' 



8\v 

dl 



Führen wir wieder die Abkürzungen ein: 



X„= ("(( m.F.r'd|'d.?'dr, ... 



111) 



— 00 



y, = Zy= rrrm-F.^TdS'd^'dr,... 



— OD 



so können wir, da 

11 



2^UM(u2) = ,..u^ 



+ Xx, . . . 

= /cv\v + Yz, ..., 
die Gleichungen 110) auch so schreiben: 

dt ' dk" dy dz ~ öx dy 

oder mit Rücksicht auf die Kontinuitätsgleichung: 



ax, 

dz 



11QX d^ (du dv .dw\ 



auch: 



114) 



du 



8X 



-X _ 8Xy 

^ dt " dx 



dv 



^ "dt ex 



SXz 

öy ' 8/. ' 

öYx ÖY, 8Yz 



8y 8z ' 

dZy 8Z2 

8y 8z~ ■ 
Setzen wir noch in der Grundgleichung 109): 



dw_ SZx 

'* dt - ~ ex 



Q=./(u^ + v' + w2), 
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so ist wiederum 



^ ^J9) - n 
"dt "~ ' 



da bei den Sföfsen der Satz der lebendigen Kraft gilt, somit: 

öx 



{u Tg- (i (u^ + v2 + w^) + ~ (X, + Y, + Z,)l 



+ uXx + vXy + wXz + -|-5 



115) 



8 



[|.(u 



2 + v>' + w2) + i-(X, + Yy + Z,) 



+ uYx + vYy + wY, + -2-H 



(u'^ + v^ + w^») + -~ (X, + Y, + Z,) 



wo: 



116) 



+ uZ, + vZy + wZ^ + -.^ zj, 
S =jT j m F • ?' (5'2 + «?'2 + r^) dl' di?'dr, 



] 
] 



— OD 
+ 00 



^ = ( l Cm F . ^' (r^ + v^ + r-) dr di?' dr, 



— 00 

+_09 



z = C r Cm F . r (r^ + 17'2 + r ') dr d^y' dr. 



— 00 



Die Gleichungen 114) und 115), welch letztere wir mit Rück- 
sicht auf 113) und 114) auch in der Form schreiben können: 






117) 



- (Xx + Y 



y + Zz)l 



dt 



hs+^^ 



öy 8z 



1 /S-S- 8ff 8Z\- 
"^ 2 \ 8x "^ 8y 07, / 
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gehen in erster Annäherung in die Gleichungen 104) und 105) 
über, da, wenn wir 

118) p = -|-njm.F.(r='+.v''+ndrd»?'dr 

— 00 

setzen, in erster Annäherung: 

Xx = Yy = Z25 = p, 

Yz = Zy = Zx = Xz = Xy = Yx = 0, 

in zweiter Annäherung werden diese Gleichungen bis auf kleine 
Gröfsen gelten; wir haben lediglich diese kleinen Gröfsen zu be- 
rechnen und können dann sofort in den Gleichungen 114) und 
117) die zweiten Annäherungen der Gleichungen der empirischen 
Bewegung und der sogenannten Wärmeleitungsgleichung aufstellen. 

§4. 
Wir berechnen zunächst die kleinen Gröfsen, um die sich 
Xx . . . Yz . . . von p resp. null in zweiter Annäherung unterscheiden. 
Wir setzen zu diesem Zwecke in der Grundgleichung 109): 

Q = u2, v^ w^; 

VW, WU, UV, 

dann folgt: 

|-(|..u^ + X,) = ;..^^^-^[it»M(ü»)]-^[i«M(Ü2v)] 

— |[|.*M(i2w)],.... 

g^(/»vw+Y.)=^H^™--g-[i.*M(uvw)]-g^[/»M(v='w)] 

-^[|.*M(7w% ... 

Wir wollen, um aus diesen Gleichungen Nutzen zu ziehen, 
die Werte 

DMCÜ^), ... DM(vw), ... 

um welche die Mittelwerte von u^ . . . vw, . . . in der Zeit dt in- 
folge der inneren Stöfse wachsen, bei Zugrundelegung des Max- 



119) 
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wellschen Abstofsungsgeselzes wirklich berechnen, wobei uns der 
Zusatz zu IIb) (S. 195) behilflich sein wird. 

Wir betrachten in dr ein Teilchen nii mit den Geschwindig- 
keiten 

U, =u+fe'/, 

120) ^V, =v +fii\ 
Wi = w + f/, 

welches während des Zeitintervalles dt mit einem Teilchen mo 
mit den Geschwindigkeiten: 

fU^ =u +?2', 

121) Vg =v +fi^\ 

[Wa^w + C/ 

zusammenstöfst; wir wollen zunächst nur Stöfse in betracht 
ziehen, bei denen Teilchen mit Geschwindigkeiten üi V^ Wi in dr 
Teilchen mit Geschwindigkeiten Ü2 V2 W2 beeinflussen, und be- 
merken, dass durch jeden dieser Stöfse ein Teilchen m2 mit den 
Geschwindigkeiten üg Vg W2 die Geschwindigkeiten: 

ft' 1 
122) Ug + bÜ2 = U2 + g cos a cos^ -^ — ^ g sin a sin 6' sin y, ... 

erhält, nach dem Zusatz zu IIb) (S. 195); dabei sind ga/J durch 
die Relationen: 

[ ?i' — ^2' = g cos a, 
123) I i^i' — 472' = gsinacos/?, 

l ^1' — ^2' == g sin a sin ß 

bestimmt, 6' ist durch den Sat'z IIb) als Funktion von g und dem 
Abstände bo des Teilchens m2 von der durch das Teilchen m^ in 
der Richtung aß (der a Axe) gelegten Geraden gegeben, und cp 
ist der Winkel, den die ab Ebene (vgl. Fig. S. 187) mit einer die 
a Axe enthaltenden und lediglich von aß abhängenden Ebene bildet. 
Durch die drei Bestimmungsstücke bo y und die Entfernung q 
ist die relative Lage von m2 gegen mi vor dem Stöfse bestimmt 
und zwar sind \(p Q Cylinderkoordinaten mit der a Axe als 
Symmetrieaxe. Die Anzahl der Teilchen m2, deren Bestimmungs- 
stücke zwischen 
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und 

bo + dbo, (p + d(f, Q + Aq, 

und deren Geschwindigkeiten zwischen 

und 

liegen, ist: 

^(h'V2^2) dJa'diyo'd^o' bodb^d^d^, 

und es ist hierin 

d^ = gdt 

zu setzen, wenn wir die Zahl derjenigen von den ausgewählten 
Teilchen erhalten wollen, welche in der Zeit dt von Teilchen m^ 
in At beeinflusst werden. Der Zuwachs von judi M(ü^) infolge 
der so entstehenden Änderungen der Geschwindigkeiten dieser 
Teilchen nia ist somit: 

m[(U2 + bU,)'^ - \J,^] F(?2>2'^2') d'S^'äfj,' dC/ bog . dbo d<^ dt, 

noch multipliziert mit der Anzahl 

F(li>,'Ci')d?,'d,,'d?/aT 

der in dr vorhandenen Teilchen mj, deren Geschwindigkeiten 
zwischen 

und 

?r + d5i', ^i' + d^x', Ci' + df/ 

liegen; wir erhalten den Gesamtzuwachs von (Ad.T M(\x^) in der 
Zeit dt infolge der inneren Stöfse, wenn wir dieses Produkt 

in bezug auf von 

bo 

integrieren, somit: 

+ 00 +Q0 OD 2n 



— OD 


bis 


— 


oo, 


— QO 


7? 


— 


QO, 





n 


00, 







7) 


2n 





124) 



'^ ~d^^= "\[Jj* jjj'^(^i'^''^^''> f'C^^'^a'?/) jjb„g{(U2 + bU3)^ 



— 3D -CO - 

- u,^} dbo d<p d?i' dn,' d?/ dis' dti,' d:^', . . . 
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125) 



analog: 
DM(vw) 



+ QD+QO 



OD 2n 



^ 



dt 



= m 



Jj"! Jj'JFC^.'^i'Ci') FC?^'^,'?/) j Jbo g {(V, + bV,)0 



— 00 — 00 00 

+ b W2) - V2W2} dbo dg> d|,' dl?,' d?,' dia' d^s' dfa', . . . 

dabei ist nacli 121) und 122) (vgl. Zusatz zu IIb S. 195): 

f Ua = u + 5/, 
126) V2 = v+,,', 

[W, = w + W, 
bUg = g cos a cos^ ö — ^ g sin a sin 6' sin y , 



127) 



0' 



bVg = g sina cos/!? cos^ ^ 

+ ^g sin6'{cosy sin/J + siny cos« cos/9}, 



0' 



bWg = g sina sin/?cos^g^ 

— ^gsinö'jcosy cos^ — siny cosasin/J}, 

ga/S sind durch die Gleichungen: 

?i'-?2' = gcosa, 

128) \ 71^ — ''12=% sina cos/9, 
fi' —^2' = ^ sina sin/9 

gegeben, und es ist schliefslich 

129) V = il^{z)(z=^\ 

vjo xp die durch den Satz IIb) definierte Funktion vorstellt. 



§5. 

Wir werden in diesem Paragraphen die in 124), 125) ge- 
forderten Integrationen wirklich ausführen und die so erhaltenen 
Werte von 



^ - _ 



DMCu''^) 



dt 



^ 



DM^w) 



• • • 
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in den Gleichungen 119) einsetzen; aus diesen Gleichungen 
werden sich dann die zweiten Näherungswerte von 

•*Vx • • • '■Z • • • 

ergeben. 

Da wir über 9 von bis 27r zu integrieren haben, können 
wir in dem Ausdruck 

(U2 + bÜ2)2-Ua2 

die in bezug auf sin y, cos y linearen Glieder fortlassen, und es 



folgt da: 



2n 



2n 



\ sin^y dy = \ cos^ydy = tt, 




aus 124) und 125): 

+ 00+00 QO 

^m^^^CCC rnV(?/^/C/)F(?2V?20(bog{4gcosa(u+?/)cos2| 



— 00 —00 







+ 2g2cos2«cos*| + ^g2sin2a sin2e'}dbod?i'di?i'dfi'd?/di72'dC2', . . . 



130) 



f* 



DM(vw 



+ 00+00 



dt 



1 = 7«n j j* j' j j JF(|,',i':i') F(|,>2'C2') Jbo g(2gsina cos2|(siniJ(. 

— QO — OD 



Ö' 



+ cos/^(w + Ca')) + 2g^ sin'^a sin/J cos/9 cos* ^ 

-^ g2 sin2« sin/? cos/J sin^ Ö'jdbodJ/diy/dfi'dJa'diya'dfa', . . . 



Es ist nun: 



0; 
2 



und: 



131) 



C0S*7T = C0S2 r 



X 



7 — v^in^O 
2 4 



7rjbogcos2|dbo = -|-V2mK'.Ai, 




00 



TT bog sin'^ 0' dbo = V2mK' • Ag, 
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wo Ai und A2 Zahlenfaktoren sind: 



132) 



OD 



A, 





00 
= TTIZ Si] 



0' 



47r\z cos^^ dz = 2,6595 . . ., 

Ö 

00 

7r\zsin2ö' dz = 1,3682 . . ., 




wir können daher die Gleichungen 130) so schreiben: 



133) 



^ 



DM (u^) 
dt 



+ 00 +00 



= '»JH jjj'f' (^i'^i'^t') F (^äVa'Ca') { Y V'2mK'. A, (2(|,- 



— 00—00 



f* 



DM(v w) 
dt "~ 



= m 



- 1,') (u + ?/) + (?/ - S,r) + -i V2mK' . A, ([(*?!' - fi,r 

+ iW- ^2')'] - 2 (?,' - hr) } dS,'d,,'dfi'd?2'd72'df2', . . . 

+00 +db 

— 00—00 
-W) (V + ^2') + (^i'-^2')(w+C2') + (^,'-^2') (?l'-?2')) 

-^V2iiiK . A2 (1// - fj,') (Ci' - C2') } d^/d^/dJ/dJ/di^/dC/ . . ^ 



Die Integrationen rechts nach Ji'i^i'fi' und ^2 fl2 ^^ sind 
nun leicht auszuführen mit Hilfe der Formeln: 

+ 00 +00 

l'ffm F (?,>,'?/) drdi?,'dCi'=|fj'mF(l2' «?,'?/) d?a'd^2'd?2' = i.*. 



— 00 



— 00 



*) Wir machen zugleich von den Formeln 128) Gebrauch und der au& 
ihnen folgenden Relation: 
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+ CC 

J'jJf (?,',,' ?,')?,' dl,' d,/d:,' 

— cc 
+ 00 

— QO 
+ 00 

jJJF(li',,'r,')?,'M?/d7i'dCi' 

— OD 
+ 00 



= 0, .. 



~ ^x ' — - 1 • • • 

m 



— QO 



+ 00 



JjJF(?/^/?/)^/C/d?,'d^i'dC/ 



QO 
+P0 



f j Jf (I,' %' Ca') ,,' C^' d?2' d,/ dCa' 

— 00 



m 



und wir erhalten: 



(DM( 



134) 



dt 
DM(vw) 



-'^ = |a,]/^(y, + Z.-2X,),... 



'2K 



dt -"T-^äj/l Y,,... 



m 



oder, wenn wir noch: 



135) x = A2l/ 



2m 



setzen: 



136) 



D M (u^) 



dt 

D M (y^) 
"dt 

D M ("w") 
dt 



'-=X(Yy + Z^-2Xj), 



= X (Z, + Xx - 2Yy), 

= x{Xx + Yy-2Z,); 
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137) 



^ Di\i(vvv) 
dt 

DM(wü) 
dt 

DM(üv) 

dt 



= -3xYz, 



= - 3x Zx, 



— 3X Xy. 



Wir setzen diese Werte jetzt in den Relationen 119) ein, 
dividieren durch xfi und bedenken, dass — um so kleiner ist, je 

kleiner m vorausgesetzt wird, so dass wir auch in zweiter 

1 

Annäherung für die mit — multiplizierten Gröfsen: 

Xx , . . . M (u^) , . . . 
ihre ersten Annäherungen: 

Xx = 1 y = Zz = P, 
12= Zy = Zx = A.Z = Ay = ll = U, 

fjb • M (u^) = fAU^ + 3u • p, . . . 

(l • M (V^W) = flY^W + w • p, . . . 

fi • M (uvw) = |u.uvw 
setzen können, dann folgt: 

Yy + Zz-2Xx=^(|(ittu^ + p) + ^(u(ftu2 + p + 2p)) 



138) 



+ |^(v(f.u2+p)) + ^^(w(^u^ + p))},... 






8 



+ — (v . ^vw + wp) + — (w./i.vw+vp)l,... 

In erster Annäherung ist nun noch 104), (S. 198) 

du^ ^ dp 
fi -37- = — 2 u -5 » • 



dt 



dx 



d (vw) öp öp 

^ dt dz dy 



Korn, Beibungstheorie. 
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wir können daher die Gleichungen 138) auch so schreiben: 



., + Z.-2X.4[„.^^Ö + „„. + p,(g^|H. 



+ 2p 



öw\ 

dz) 

du 
8x 



oder mit Rücksicht auf 105) und 106): 



öw öv 

df^dz 



1 

I » • • • 



39) I x/» 1 8x 3 V9x ^ 8y ^ 8z y ) ' 

Definieren wir p auch in zweiter Annäherung durch die 
Gleichung : 

140) p = -J-(Xx + Y, + ZA 



so erhalten wir das Resultat: 

Es ist in zweiter Annäherung: 



141) 



Xx = p- 



Ap_ 

Y -p~^ 
7 2p 



8u _ 1 /öu öv öw\\ 
töx "3 Vöx öy "^özjj ' 



öv 1 (du öv öW 

öy ~ T l öx "^ öy"*" öz 



Öw_J^/ 
ö"z 3 V 



Öu öv ÖW 
öx öy öz 



142) 



2 = Ji_ 

^ 3x,a\öy ' öz 



ÖW öv\ 



^v =— P-i'^o-^^n 



3xf*Vöz 



+ ÖxJ' 



X. 



^v=-.j^r 



öv öu 



3x^Vöx öy 

§ 6. 
Wir erhalten die Gleichungen der empirischen Bewegung in 
zweiter Annäherung, wenn wir die gefundenen zweiten An- 
näherungen von 

Ä-x . . • 1 z • • • 
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in den Gleichungen 114) einselzen. Es folgt: 



143) 



du dp , 

^ :.x = - ;r_ + 



dt 



p f ö^u o^u d^u 

X2 + gy2 + g2;2 



8x ' 3x^ [ö 

1 ö /8u . öv 



8w\ 



2 (öu _ 1 / 
äxlöx 3l 



+ 



1 föv öu 



dx '^ dj'^ dz)j~dx\fij 



37c[dx^ öyj 8y 



1 



d\y du. 

dx dz\ dz 



Definition. Man definiert die absolute Temperatur 
2 eines Gases durch die Gleichung: 

144) p = m'fi'%, 

wo 9i die sogenannte Gaskonstante 



145) ^ = 



universelle Konstante 



m 



gesetzt wird und eine specifische Konstante des in 
betracht kommenden Gases vorstellt. 

Nach dieser Definition ist mit der Temperatur % propor- 

tional, und es ergiebt sich, wenn wir die Gleichung 143) auf 
Bewegungszustände anwenden, bei denen die Temperatur nahezu 
in dem Gase konstant (unabhängig von der Stelle (x y z)) ist, 
das folgende Resultat: 

III. Die Gleichungen der empirischen Bewegung 
eines idealen Gases lauten in zweiter Annäherung: 



146) 



du 

^dr=- 

dv_^ 
'^ dt ~ 

dw 

'* dl = - 



Öx"''3x/t 



^ , 1 d fda dv dw\\ 






p 1 1 8/8u8v 



8v , 8w\l 



8p p ) V 1 1 9 f 9^^ I ^^ I ^^^ 
dz ^'dxß I + "3 ■ d~z [ dx "^ öy "*" dz 



14^ 



A-ü 
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dabei bedeutet x eine (sehr grofse) specifische Konstante 
des Gases, p zwei Drittel der mittleren molekularen 
Energie, und es wird vorausgesetzt, dass die Temperatur 
des Gases in der ganzen Ausdehnung desselben nahezu 
konstant ist. 

Definition. Die Veränderungen, welche die Glei- 
chungen der empirischen Bewegung in erster Annähe- 
rung erlitten haben, bezeichnet man als Modifikationen 
derselben infolge der inneren Reibung des Gases und 
die Gröfse 

_P . 

wird als der Reibungskoefficient zur Zeit t bezeichnet. 

§ 7. 

Um endlich auch die Gleichung der lebendigen Kraft, die ja 
in erster Annäherung die Relation 105) ergeben hat, in zweiter 
Annäherung anzugeben, haben wir in 115) die zweiten An- 
näherungen von 

Y Y 

xVjC ••• -l-z*** 

einzusetzen, sowie die zweiten Annäherungen der durch 116) 
definierten Gröfsen 

S H Z, 

deren erste Annäherungen null sind. 

Wir müssen somit erst diese zweiten Annäherungen von 
SHZ berechnen, und wir bedienen uns derselben Methode, welche 
wir bereits zur Berechnung der zweiten Annäherungen von 

benützt haben. (§ 4 und § 5.) 

Wir setzen in der Grundgleichung 109): 

Q = ü (Ü24.v2 + w2)^ 

V (u^ + v^ + w^) , 

W(Ü2+ V2 + W2), 
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dann folgt, wenn wir sogleich mit — multiplizieren und kleine 
Gröfsen zweiter Ordnung vernachlässigen*): 

f ^^t ^ = — (gt;[l^u(u*+v^+w») + 5up] 



147) 



wo: 



+ 9^ [(/tu«+p)(u2+v3+w2)+7u2p+^^] 

o 
+ g- [iW'UV(u2 + v2+w2) + 7uVp] 

+ g^[ilAUW(u2 + v2 + w2) + 7uwp]}, ... 

+ 00 

148) ^x = C f fm . F . r^ (r^ + fj'' + P) dS'Av' d^, . . • 



— OD 



In den Gleichungen 147) sind die Gröfsen A^ , , , und die 
linken Seiten noch zu berechnen. Es ist nun zunächst, da* wir 

rechts wegen des Faktors — wieder nur die ersten Annäherungen 

zu nehmen haben: 

+ OD 

^x = y j|m . F . (r^ + n'^ + i"Y dr d^' dr, . . . 



— OD 



CO 



= ^47rrr«e-»"»'-'dr, . . . (vgl. S. 107—108), 
Ö 



5 
= -7 am — 

4 (Vh m) 



-^,... (vgl. Anm. S. 107), 



5 1 
4'*h-'m2'*- 



oder: 



149) ^x = 5i-, ... 



*) Wir anticipieren bereits, dass* — -^^ den Faktor x haben wird. 



150) 
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Andererseits ist, analog 124), 125) (S. 204—205) : 

DM[u(u2 + vä + w«)] 
'* dt 

-f-QO 4-QO CO 27r 

= ni j'J j i j JF (?, ' ,, ' f i') F ih' n-i Iz) [ f bo g { (Ü2 + bU,) [(U^ + bU^)« 

-CO -00 00 

- U, [Ua« + Va* + Wj2] } db, dy d|,' di7, " d^, ' dS,' d^/ ^Cs', 

wo UaVaWabUäbVabWag durch die Gleichungen 126)— 129) ge- 
geben sind. Der rechts unter dem Integrale in j — l stehende 
Ausdruck ist 

= bU,(U2« + V22 + W,2) 

+ 2{ü, + bU.,) (üabUa + V^bV^ + WsbW^) 
+ (Ü2 + bU2)g2cos2|*) 

und bis auf Gröfsen, welche in bezug auf siny, cosy linear sind 
und bei der Integration nach tp von bis 2n fortfallen 

= g cos« (Ua» + V^a + Wa^) cos» ^ 
+ 2U2gcos2 c^{U2 cosa + V2 sinacos/J + W2 sin« sin /^} 
+ 2g2cosacos*^{Ü2 cosa + V2 sin« cos/? + W2 sin« sin/?} 
+ -^ g^sinasin^Ö'sin^y {U2 sina — V2 cos« cosß — W2 cos« sin/?| 



/ h'\ A' 

+ (U2 + g cosa cos2 ^ j g2 cos^- 



Wenn wir daher in 150) die Integration nach y und mit 
Hilfe der Identität 

cos'* ^ = cos^ ^ — . sin2 
2 2 4 



*) Da nach 127) 

bUa^ 4- bV2- + bWa^ = g2 cos* ~ + -- g^ sin^ft' 

= g-eos-^- 



151) 
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und der Integrationsformeln 131) auch die Integration nach bo 
ausführen, dann folgt: 

DM(ü(ü2 + v2 + w2)) 
fi ^ ^ 

dt 
mj'j'j |"j*fF(|,>,'Ci') F(§2>,'C2') [I V2n7Ki. A, {(li'- h') (ü^' 

— 00 — 00 

+Vj2 + W,'=) + 2Us(U2(?i'- h') + y^iVt - ^2') + ^i(W - fa') 

+ 2(1,'- Is') (ü2(5,'-?a') + V2(7,'-»?2') + W2(^,'-C2')) 

+ gnU2 + ?,'-?2')} 

+ -JWmKl. A2 {Ua ((i7,'-^2T +(C.'-C2')-^-2(l,'-|2')0 



- 3V2(?,'- ?2') (»?i'- V)- 3W2(li'-?2') (f.'-Ca') 
— ^ g'-'di'- h')\\ dli' dl?/ df/ cl?2' dfi,' dW. 



Die unter dem Integral rechts mit Aa multiplizierte | — 1 
ist bis auf Gröfsen, welche in bezug auf ?i'«/i'Ci' resp. h'Vi'^i' 
linear sind und bei der Integration fortfallen 

-3u(?i'^+§2'«)-3v(li'i?i'+|,'7/)-3w(|,'?i'+VC2') 

+ l2'(?2"' + W' + fc^2'')-3?2'(?2'' + %''' + f2'') 
-YIi'(Ii'' + ^i'' + Ci'')+-2-?2'(?2'' + %'' + C2'^), 

während die mit A, multiplizierte Klammer { — } sich auch so 
schreiben lässt:*) 

(u + ?i') { (u + ^,r + (V + ,i') '■' + (w + t,r} 

- (u + 12') { (u + ^,'f + (V + :,y + (w + w)'} • 



*) Zunächst 
= - U2 (Ü22 + Va^ + Wa^) + (u + li') { Ua^ + V^* + W^^ + 2 U^ (.^' - la') 
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Es folgt somit aus 151), wenn man die Integrationen mittelst 
der Integrationsformeln S. 207—208 und 116) S. 201 ausführt: 

DM(ü(ü2 + 72 + w2)) /X, 

——^^ = Aa y ~ { 6up - 6uXx - 6vXy - öwX^ -23'},... 



oder: 



analog: 



DM(u(u2+v2+w2)) 



dt 



^52^1 D M(v(u^+v2+w^)) 
^ dt 



= 2x{3up-3uXx-3vXy-3wXz -S}j 
2x{3vp-3uYx -3vYy-3wYz-Ä}, 



DM(w(u2+v^+w2)) 

^^ dt = 2x { 3 wp - 3uZx - 3vZy - 3wZz - Z} . 

Wir setzen diese Werte links in 147) ein und die Werte 149) 
von ^x . . . rechts in 147), dann folgt: 



r 5'=3up-3uXx-3vXy-3wX: 



5 ö rp^\ 
2xfi dx \fi ) 



153) 



1 id 



2x[ju 



let 



[|UU(U» + v2 + w2)+5up] 



ÖX 

+ ^ HV(U2 + V2+W2) + 7UVP] 

+ ^ [i'*UW(u2+v2+wa)+7uwp]|,... 

Die Formel ist leicht zu vereinfachen; da nach 141) und 142):. 
3up - 3uXx - 3vXy - 3 wXz = ^- {p ^ (u^ + v^ + w«) 



(" 



. o / öu , gu , ÖU\ 



4 /du , öv . 8\v 



ÖX ' dy 

3 "^Ux'^öy "^öz 
ferner in erster Annäherung nach 104)*): 



dz 



))• 



.. 1 



*) Bei den mit - multiplizierten Gröfsen dürfen wir uns der ersten 
Annäherung bedienen. 
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d[u(u'^+v2+w2)] 8p 

(t -^^ ^ '-' = - (U2 + \^ + W2) -| 



-2ufu 



8p , 8p , 8p' 
8x^ 8y^ 8z, 






so können wir 153) auch so schreiben: 



5p J^ 
2x(* 8x 

8u 



V|«j 2*1« r^ ^ ^'^''[dt^'^l!8x^8y^ dz) 



y 



öv Öw\ 4 /du 8v öw\ 



+ '"PlW+ö^ + ^J+T"Pfe+83^+Ö^J+^" 



dpi 
dt 



oder mit Hilfe der In erster Annäherung*) geltenden Gleichung 105) 
und der Gleichung 106): 

5p 8 



analog : 



154) 



H=- 



Z = 



2x(i dx 
5p ^ 

5p d fp 
2xfi dz 



©■ 
©■ 

ly 



§8. 

Wir haben die so gefundenen zweiten Annäherungen von 
SHZ und die zweiten Annäherungen 141), 142) von 

noch in 1 15) einzusetzen, um die Gleichung der lebendigen Kraft, 
die sogenannte „Wärmeleitungsgleichung" in zweiter Annäherung 
zu erhalten. Dieselbe lautet mit Rücksicht auf die aus 114) 
folgende Relation: 



d ri , 



(U2 + V2+W2) 



-'( 



=-"{ 



8Y, 8Yy 

8x "^ 8y 



8Xx 8Xy 8Xz 

8x "^ 8y "^ 8z 

8Y, 



1 



+ 



8z 



— w| 



8Zx 8Zy 8Zz 

8x "^ 8y "•■ 



8z 



I 



*) Vgl. Anm. S. 216. 
Korn, Beibungstheorie. 



15 



— 21.^ — 



auch folsrendermafsen: 



P.) = -[|(u'^ + v'^ 



2 dtV 






d,a 

icit 






du 

öx 



-|X,^-+Yy^-y+Zz-J 



öz 



+ 



^^ Uy + 8z"i + •" Uz" + 9x j + ^' lex + 



8u\ 

eyy 



1 

2 



8x "^ 8y "^ öz 



0' 



und wir erhalten, wenn wir bedenken, dass die erste Zeile rechts 
infolge 106) (S. 198) verschwindet, und wenn wir für 

X Y ^ 

ihre Werte aus 141), 142), 154) einsetzen, den folgenden 

Zusatz zu III. Die Gleichung der lebendigen Kraff') 
lautet für ideale Gase in zweiter Annäherung: 



155) 



dt Vi«' / f* cit '2x 

e /p e /p\ 






+ 



6z ^ [idz Vi«. 



... n- gy 



"*" 3»r.» \V ey ezj "'"Uz ex J "^ v öx 



öv aw\2 
dy d^ 



■^) Durch Einführung der mit * pr<;portionalen absoluten Temperatur 

durch die Definition S. 2iJ erhält die Gleichung den Charakter einer 
^Wärmelcitungsgleichung", und es wird die Gröfse: 



l-", 



x'i)l 



{))i die Gaskonstante) als die Wäim»doitungsfahigkoit des Gases bezeichnet. 
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Sclilussbemerkuiia-. 

Nach der mechanischen Interpretation des Maxwellschen 
Abstofsungsgesetzes liegt die Vermutung nahe, dass die Konstante 
K dieses Gesetzes keine universelle Konstante ist, dass man viel- 
mehr im Stande sein wird, unter gewissen Bedingungen diese für 
die Theorie der Reibung und Wärmeleitung wichtige, sowie nach 
der hydrodynamischen Theorie auch in die elektrische Leitungs- 
fähigkeit (vgl. S. 94) eingehende Gröfse zu verändern. Die 
Schwingungsdauer der Eigenschwingung, durch welche die 
Maxwellschen Abstofsungen hervorgebracht werden, muss — in 
sehr grofser Annäherung — tlie Hälfte der Schwingungsdauer 
jener Eigenschwingung sein, welche die Gravitation und die 
elektrischen Erscheinungen hervorbringen; wir können die erstere 
Schwingung als die Oktave der Schwingungen bezeichnen, 
welche das Wesen der elektrischen Erscheinungen ausmachen. 
Es ist dann nicht mehr unerklärlich, dass besondere elektrische 
Erscheinungen, vor allem sehr rasche Veränderungen des elek- 
trischen Feldes die Konstante K, somit auch die elektrische 
Leitungsfähigkeit eines Mediums verändern können. Auf diesen 
wichtigen Zusammenhang der Theorie der elektrischen Erschei- 
nungen und der Theorie der Reibung in kontinuierlichen Massen- 
systemen hoffe ich in kurzer Zeit zurückzukommen. 



Berichtigung. 

eite 72 Zeile 15 von oben lies: 



2 fdi\ OY dwY , ,, 2 p /cu , dv , 

~ -ö- o + ^ - + -^^- '^tatt — ^ ■ - h.- + o— + 

3 \öx cy ' öz ; 3 ^ V<^x gy 
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